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1 はじめに

3次元電磁導波路 (three dimensional electro-magnetic waveguide)の不連続問題 (discontinuity problem)

を解く。

ポート境界上の界の取り扱いには別書「Calculations Of Full-wave Eigenmodes Of Waveguides by Edge

Element FEM」で記述した固有モードを用いて定式化する。

2 弱形式

電界 E に関する波動方程式は、

∇× µ−1
r ∇×E − k20ϵrE = 0 (1)

k0 = ω
√
µ0ϵ0 は真空中の波数、ω は角周波数であり、µ0: 真空中の透磁率、ϵ0: 真空中の誘電率、µr: 媒質の

比透磁率、ϵr: 媒質の比誘電率である。

ガラーキン法を用いる。

∫
V

δE∗ · (∇× µ−1
r ∇×E − k20ϵrE)dV = 0 (2)

ベクトル公式

∇ · (a× b) = b · (∇× a)− a · (∇× b)

で、

a = δE∗

b = µ−1
r ∇×E

とおくと、

δE∗ · ∇ × µ−1
r ∇×E = (∇× δE∗) · µ−1

r (∇×E)−∇ ·
(
δE∗ × (µ−1

r ∇×E)
)

(3)
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上式を体積積分する。上式の右辺第 2項は、

−
∫
V

∇ · (δE∗ × µ−1
r ∇×E)dV = −

∫
S

(δE+ × µ−1
r ∇× [E]) · ndS

=

∫
S

δE∗ · (n× µ−1
r ∇×E)dS (4)

と変形できるので、次式の弱形式を得る。

∫
V

∇× δE∗ · µ−1
r ∇×E − k20ϵrδE

∗ ·EdV

+

∫
S

δE∗ · (n× µ−1
r ∇×E)dS = 0 (5)

領域を四面体辺要素に分割し、

E =
∑
j

EjNj (6)

と補間すると、

[K]{E} − k20[M ]{E} = {f} (7)

[K]ij =

∫
V

∇×Ni · µ−1
r ∇×NjdV (8)

[M ]ij =

∫
V

NiϵrNjdV (9)

{f}i = −
∫
S

Ni · (n× µ−1
r ∇×E)dS (10)

{f}はMaxwellの方程式より

n× µ−1
r ∇×E = n× µ−1

r (−jωµ0µrH)

= −jωµ0n×H

が成立するので、

{f}i = jωµ0

∫
S

Ni · n×HdS (11)

3 固有モード展開

入出力導波路のポート境界上電磁界を固有モードで展開する。面内成分のベクトルは、

Et =
∑
m

(am + bm)etm (12)

Ht =
∑
m

(am − bm)htm (13)
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と表すことができる。ここに、etm、htm は断面内固有モードベクトル関数である。規格化条件は、

∫
S

(etm × h∗
tm) · azdS =

β∗

|β|
(14)

az は導波路の入射波伝搬方向単位ベクトルである。

次を計算する。

∫
S

(Et × h∗
tm′) · azdS

= (am′ + bm′)

∫
S

(etm′ × h∗
tm′) · azdS

= (am′ + bm′)
β∗

|β|
(15)

よって、

bm′ = −am′ +
|β|
β∗

∫
S

(Et × h∗
tm′) · azdS (16)

ここで、

h = −
1

jωµ0µr
∇× e

= −
1

jωµ0µr
(∇t × et +∇tez × az + jβet × az) (17)

ht = −
1

jωµ0µr
(∇tez × az + jβet × az) (18)

hzaz = −
1

jωµ0µr
(∇t × et) (19)

であり、

h∗
t =

1

jωµ0µr
(∇te

∗
z × az − jβ∗e∗t × az) (20)

となるから、

bm′ = −am′ +
|β|
β∗

1

jωµ0µr

∫
S

[Et × (∇te
∗
zm′ × az)] · az − jβ∗[Et × (e∗tm′ × az)] · azdS

= −am′ +
|β|
β∗

1

jωµ0µr

∫
S

−(Et × az) · (∇te
∗
zm′ × az) + jβ∗(Et × az) · (e∗tm′ × az)dS (21)

= −am′ +
|β|
β∗

1

jωµ0

[
− {e∗z}[Szt]{Et}+ jβ∗{e∗t }[Rtt]{Et}

]
(22)

ただし、

[Szt] =

∫
S

∇tNi × az · µ−1
r Ntj × azdS (23)

[Rtt] =

∫
S

Nti × az · µ−1
r Ntj × azdS (24)
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これら行列は「Calculations Of Full-wave Eigenmodes Of Waveguides by Edge Element FEM」参照、固

有モードを求めるときに作成する行列である。

4 固有モードの規格化定数

「Calculations Of Full-wave Eigenmodes Of Waveguides by Edge Element FEM」で求めた規格化前の電

界 Em(m=1,2,...:モード番号)を規格化した電界を em とする。規格化定数 dm を用いて次のように規格化す

る。

em = dm,Em (25)

次を計算する。

∫
S

(et × h∗
t ) · azdS

=
1

jωµ0µr

∫
S

−jβ∗[et × (e∗t × az)] · az + [et × (∇te
∗
z × az)] · azdS

=
1

jωµ0µr

∫
S

jβ∗(et × az) · (e∗t × az)− (et × az) · (∇te
∗
z × az)dS

=
1

jωµ0

[
jβ∗{e∗t }[Rtt]{et} − {e∗z}[Szt]{et}

]
= |d|2

1

jωµ0

[
jβ∗{E∗

t }[Rtt]{Et} − {E∗
z}[Szt]{Et}

]
(26)

規格化条件

∫
S

(et × h∗
t ) · azdS =

β∗

|β|
(27)

より、

|d|2
1

jωµ0

[
jβ∗{E∗

t }[Rtt]{Et} − {E∗
z}[Szt]{Et}

]
=

β∗

|β|
(28)

よって規格化定数は次式で求めることができる。

d =

{
β∗

|β|
jωµ0

jβ∗{E∗
t }[Rtt]{Et} − {E∗

z}[Szt]{Et}

} 1
2

(29)
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5 入出力境界面積分の定式化

(11)式のポート上の面積分を固有モードを使って表現する。

{f}i = jωµ0

∫
S

Ni · n×HdS

= −jωµ0

∫
S

Ni · az ×HdS

(n = −az)

= −jωµ0

∑
m

(am − bm)

∫
S

Ni · az × htmdS

= −jωµ0

∑
m

{
am −

(
− am +

|β|
β∗

1

jωµ0

[
− {e∗zm}[Szt]{Et}+ jβ∗{e∗tm}[Rtt]{Et}

])}
∫
S

Ni · az × htmdS

= −jωµ02a0

∫
S

Ni · az × ht0dS

+
∑
m

|β|
β∗

[
− {e∗zm}[Szt]{Et}+ jβ∗{e∗tm}[Rtt]{Et}

]
∫
S

Ni · az × htmdS (30)

= {f0}+ [B]{Et} (31)

ここに、

{f0}i = −jωµ02a0

∫
S

Ni · az × ht0dS (32)

[B]ij =
∑
m

|β|
β∗

[
− {e∗zm}[Szt] + jβ∗{e∗tm}[Rtt]

]
j

∫
S

Ni · az × htmdS (33)

ここで、

∫
S

Ni · (az × htm)dS = −
1

jωµ0µr

∫
S

[
(Ni × az) · (∇tez × az) + jβ(Ni × az) · (et × az)

]
dS

= −
1

jωµ0

(
[Stz]{ez}+ jβ[Rtt]{et}

)
(34)

したがって、

{f0}i = −jωµ02a0

(
−

1

jωµ0

[
[Stz]{ez0}+ jβ[Rtt]{et0}

])
i

(35)

[B]ij =
∑
m

|β|
β∗

[
− {e∗zm}[Szt] + jβ∗{e∗tm}[Rtt]

]
j(

−
1

jωµ0

[
[Stz]{ezm}+ jβ[Rtt]{etm}

])
i

(36)
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上式の括弧の添え字 i, jはベクトルの i, j成分を表す。

6 解くべき方程式

最終的に解くべき方程式は次式である。

[K]{E} − k20[M ]{E} − [B]{Et}B = {f0} (37)

ここに、{Et}B は入出力ポートの境界上の面内成分である。

7 四面体辺要素

本書では領域分割に四面体辺要素を用いる。また入出力の固有モードの算出には三角形辺要素を用いる。

最も低次な四面体要素の形状関数を記す。eを辺番号、i,jを辺の始点番号、終点番号とする。また le を辺 eの

長さとする。

辺 eの形状関数は、

Ne = le(Li∇Lj − Lj∇Li) (38)

le = |rj − ri|

辺 eの形状関数の回転は、

∇×Ne = 2le∇Li ×∇Lj (39)
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図 1 edge element
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表 1 辺番号

辺 e i j

1 1 2

2 1 3

3 1 4

4 2 3

5 4 2

6 3 4

8 まとめ

3次元電磁導波路の不連続問題を固有モード展開を用いた FEMで定式化した。
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