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1 はじめに

Navier-Stokesの方程式を変形して Vorticity Equations (vorticity:対流)とその弱形式を導出する。

vorticityを用いる方法は境界条件が複雑なので注意しないといけないことが分かった。

連立方程式を解く方法としては、Newmark β 法で解く方法と、分離型の RK4(4次 Runge-Kutta)で解く方

法の 2つを示す。

Newmark β 法で解く方法は、kinematic viscosity ν が小さい場合に対応するため SUPG(streamline upwind

Petrov-Galerkin)定式化もあわせて行う。

2 Vorticity Equations

非圧縮 Navier-Stokes方程式

ρ
.
v − µ∇2v + ρv · ∇v +∇p = ρg (1)

∇ · v = 0 (2)

(1)式の両辺の rotをとって、

∇× (ρ
.
v)− µ∇×

(
∇2v

)
+∇× (ρv∇v) +∇×∇p = ∇× (ρg) (3)

ベクトル公式

(v · ∇)v = ∇

(
1

2
v · v

)
− v ×∇× v

∇× (v ×∇× v) = − (∇× v) (∇ · v) + {(∇× v) · ∇}v − (v · ∇) (∇× v)
∇2v = ∇ (∇ · v)−∇×∇× v

(3)式の第 2項

−µ∇×
(
∇2v

)
= µ∇×∇×∇× v

((2)式 : ∇ · v = 0を用いた)
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(3)式の第 3項

ρ∇× (v∇v) = ρ∇×

{
∇

(
1

2
v · v

)
− v ×∇× v

}
= ρ {−∇× (v ×∇× v)}

(ϕ =
1

2
v · v とみなして、ベクトル公式∇× ϕ = 0を用いた。)

= −ρ [{(∇× v) · ∇}v − (v · ∇) (∇× v)]

(3)の第 4項

∇×∇p = 0

以上を (3)式に代入すると、

p∇× .
v + µ∇×∇×∇× v − ρ∇× (v ×∇× v) = ρ∇× g (4)

vorticityω を、

ω = ∇× v (5)

と定義すると、(4)式は、

ρ
.
ω + µ∇×∇× ω − ρ∇× (v × ω) = ρ∇× g (6)

ρ
.
ω + µ∇×∇× ω − ρ (ω · ∇)v + ρ (v · ∇)ω = ρ∇× g (7)

ω はベクトル公式

∇ · (∇× a) = 0

より、

∇ · ω = 0 (8)

である。

(7)式の第 2項

µ∇×∇× ω = µ
{
∇ (∇ · ω)−∇2ω

}
= µ

{
−∇2ω

}
((8)式 ∇ · ω = 0を用いた)

を (7)式に代入すると、

ρ
.
ω − µ∇2ω − ρ (ω · ∇)v + ρ (v · ∇)ω = ρ∇× g (9)

2次元問題の場合、

ω · ∇ = 0

(ω = ωe3,
∂

∂x3
= 0)
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であるから、

ρ
.
ω − µ∇2ω + ρ (v · ∇)ω = ρ∇× g (10)

以上まとめると、Vorticty Equation (2D)は、

ρ
.
ω − µ∇2ω + ρ (v · ∇)ω = ρ∇× g (11)

ω = ∇× v

=

(
∂v2

∂x1
−
∂v1

∂x2

)
e3 (12)

∇ · ω = 0 (13)

v は、(2)式 ∇ · v = 0より、solenoidalなので、

ψ =

00
ψ

 (14)

v = ∇×ψ

=


∂ψ

∂x2

−
∂ψ

∂x1

 (15)

なるベクトル ψ が存在する。ψ を stream functionと呼ぶ。

(15)式を (12)式に代入すると、

ω = ∇×∇×ψ
= ∇ (∇ ·ψ)−∇2ψ

= −∇2ψ

ただし 2Dの場合、

∇ ·ψ =

[
∂

∂x1

∂

∂x2
0

]00
ψ


= 0

であることを用いた。

したがって、

∇2ψ + ω = 0 (16)

(11)式と (16)式を連立して解く。

ρ
.
ω − µ∇2ω + ρ (v · ∇)ω = ρ∇× g (11)式

∇2ψ + ω = 0 (16)式
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(12)式、(14)式より、

ω = ωe3

=

00
ω

 (17)

ψ = ψe3

=

00
ψ

 (18)

と置けるので、スカラーの ω、ψ を使って表すことができる。

(11)式、(16)式は、

ρ
.
ω − µ∇2ω + ρ (v · ∇)ω = ρ (∇× g)3 (19)

(なお、(∇× g)3 =
∂g2

∂x1
−
∂g1

∂x2
)

∇2ψ + ω = 0 (20)

また、

ω =
∂v2

∂x1
−
∂v1

∂x2
(21)

v1 =
∂ψ

∂x2

v2 = −
∂ψ

∂x1
(22)

3 Vorticity Equationsの弱形式

ρ
.
ω − µ∇2ω + ρ (v · ∇v)ω = ρ (∇× g)3 (19)式

∇2ψ + ω = 0 (20)式

まず (19)式にテストスカラー δω を掛けて積分する。

∫
V

−µδω∇2ω + ρδω (v · ∇)ω + ρδω
.
ωdV =

∫
V

δω (∇× g)3 dV (23)

ここで、

−µδω∇2ω = −µδω
∂2ω

∂x2k

= −µ

{
∂

∂xk

(
δω

∂ω

∂xk

)
−
∂δω

∂xk

∂ω

∂xk

}
= −µ

{
∇ · (δω∇ω)−∇δω · ∇ω

}
(24)

(24)式の右辺第 1項は自然境界条件として 0とおいたものを (23)式に代入すると、
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∫
V

µ∇δω · ∇ω + ρδω (v · ∇)ω + ρδω
.
ωdV =

∫
V

δω (∇× g)3 dV (25)

次に (20)式にテストスカラー δψ を掛けて積分する。

∫
V

δψ∇2ψ + δψωdV = 0 (26)

ここで、

δψ∇2ψ = δψ
∂2ψ

∂x2k

=
∂

∂xk

(
δψ

∂ψ

∂xk

)
−
∂δψ

∂xk

∂ψ

∂xk

= ∇ · (δψ∇ψ)−∇δψ · ∇ψ (27)

(27)式の右辺第 1項は自然境界条件として 0とおいたものを (26)式に代入し −1倍して

∫
V

∇δψ · ∇ψ − δψωdV = 0 (28)

まとめると、

∫
V

µ∇δω · ∇ω + ρδω (v · ∇)ω + ρδω
.
ωdV =

∫
V

δω (∇× g)3 dV (25)式∫
V

∇δψ · ∇ψ − δψωdV = 0 (28)式

【自然境界条件】

(24)式の右辺第 1項の体積積分は、

∫
V

−µ∇ · (δω∇ω) dV =

∫
S

−µδωn · ∇ωdS (29)

(27)式の右辺第 1項の体積積分は (28)式で −1倍しているので、

−
∫
V

∇ · (δψ∇ψ) = −
∫
S

δψn · ∇ψdS (30)

したがって自然境界条件は、

−µn · ∇ω = 0 (31)

−n · ∇ψ = 0 (32)

これらの自然境界条件は物理的な境界を表してはいないのでなんらかの境界条件を定式化する必要がある (後

述)。

成分表示する。

(25)式は、 ∫
V

µ
∂δω

∂xk

∂ω

∂xk
+ ρδωvk

∂ω

∂xk
+ ρδω

.
ωdV =

∫
V

δωρ

(
∂g2

∂x1
−
∂g1

∂x2

)
dV (33)
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(28)式は、

∫
V

∂δψ

∂xk

∂ψ

∂xk
− δψωdV = 0 (34)

領域 Vを三角形要素で分割し、テスト関数を次のように定義する。

δω = Naδωa

δψ =M cδψc (35)

ここに、Na は ω の節点 aにおける形状関数、M c は ψ の節点 cにおける形状関数である。

(33)式を δωa で偏微分すると、

内力ベクトル (左辺)

{Qω}a =
∂

∂δωa

=

∫
V

µ
∂Na

∂xk

∂ω

∂xk
+ ρNavk

∂ω

∂xk
+ ρNa .ωdV (36)

外力ベクトル (右辺)

{Fω}a =

∫
V

Naρ

(
∂g2

∂x1
−
∂g1

∂x2

)
dV (37)

(34)式を δψc で偏微分すると、

{Qψ}c =
∂

∂δψc

=

∫
V

∂M c

∂xk

∂ψ

∂xk
−M cωdV (38)

物理量 ω、ψ を、

ω = N bωb

ψ =Mdψd (39)

と補間する。

Picardの線形化を用いれば、

[
[Mωω]ab 0

0 0

] [
{ .ω}b
0

]
+

[
[Kωω]ab 0
[Kψω]cb [Kψψ]cd

] [
{ω}b
{ψ}d

]
=

[
{Fω}a

0

]
(40)

[Mωω]ab =

∫
V

ρNaN bdV (41)

[Kωω]ab =

∫
V

µ
∂Na

∂xk

∂N b

∂xk
+ ρNavk

∂N b

∂xk
dV (42)

[Kψω]cb = −
∫
V

M cN bdV (43)

[Kψψ]cd =

∫
V

∂M c

∂xk

∂Md

∂xk
dV (44)
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ただし、vk は、1つ前の反復で求めた ψ を使って、

v1 =
∂ψ

∂x2

v2 = −
∂ψ

∂x1
(45)

で定める。これを用いれば (38)式の第 2項は、

{Qω2}
a

=

∫
V

ρNavk
∂ω

∂xk

=

∫
V

ρNa

(
v1
∂ω

∂x1
+ v2

∂ω

∂x2

)
dV

=

∫
V

ρNa

(
∂ψ

∂x2

∂ω

∂x1
−
∂ψ

∂x1

∂ω

∂x2

)
(46)

4 壁の境界条件

壁の境界条件は、

v = 0 (47)

であるが、これを vorticity - stream function定式化ではどう課せばよいかで悩んだ。

まず、stream function ψ は、

ψ = const. (48)

= 0 (壁が 1つだけのとき) (49)

を課せばよい。

vorticity ω は単純ではなさそうだ。

色々調べていくと差分法で用いられている境界条件が目に留まった。
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図 1 壁境界
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差分法で用いられている境界条件は、Tayor series expansionを用いたもので、壁の上の点を点 1、壁から

h(= ∆y)だけ離れた内部の点を点 2とすると、

ψ2 = ψ1 +
∂ψ1

∂y
h+

∂2ψ1

∂y2
h2

2
+O(h3) (50)

ここで、

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
= −ω

ψ = const. for x on wall

より、

∂2ψ1

∂x2
= 0

∂2ψ1

∂y2
= ωwall (51)

が得られるので、(50)式に代入すると、

ψ2 = ψ1 +
∂ψ1

∂y
h− ωwall

h2

2
(52)

ωwall について解くと、

ωwall =
(
ψ1 − ψ2

) 2

h2
+
∂ψ1

∂y

2

h
(53)

ψ1 : wallの ψ で未知、or 既知

ψ2 : wall + h(内部)の ψ で未知

∂ψ1

∂y
: 既知、これは、

n · ∇ψ = vτ (54)

の関係で、vτ（壁における速度の接線方向成分）を境界条件として指定するため、計算可能だからである。

以上から、ω に関しての境界条件は、

ω1 −
(
ψ1 − ψ2

) 2

h2
=
∂ψ1

∂y

2

h
(55)

or

ω1 −
(
ψ1 − ψ2

) 2

h2
= −

∂ψ1

∂n

2

h
(56)

(
∂ψ1

∂y
= −

∂ψ1

∂n
を適用した)

(56)式は、節点値の関係式なので FEMの行列の対象の点 1の rowの内容を (56)式に置き換えることで課す

ことができる。

(48)式 ψ = const. = 0と (56)式をそれぞれ、ψ と ω の境界条件として lid diriven cavityを解いたら上手く

解けた。

(56) 式は壁だけでなく v が vτ 成分のみの境界にも有効だった (lid driven cavity の壁以外の 1 つの開口境
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界)。

Tayor展開を 3次の項まで考慮すると、

ψ2 = ψ1 +
∂ψ1

∂y
h+

∂2ψ1

∂y2
h2

2
+
∂3ψ1

∂y3
h3

6
(57)

vy = 0

−
∂ψ

∂x
= 0

∂2ψ

∂x2
= 0

であるから、

∂2ψ1

∂y2
= −ω1 (58)

(58)式を (57)式に代入すると、

ψ2 = ψ1 +
∂ψ1

∂y
h− ω1h

2

2
−
∂ω1

∂y

h3

6
(59)

ここで、

∂ω1

∂y
=
ω2 − ω1

h
(60)

で近似すると、

ψ2 = ψ1 +
∂ψ1

∂y
h− ω1h

2

2
−
(
ω2 − ω1

) h2
6

= ψ1 +
∂ψ1

∂y
h−

(
3ω1 + ω2 − ω1

) h2
6

= ψ1 +
∂ψ1

∂y
h−

(
2ω1 + ω2

) h2
6

(61)

(62)

2ω1 + ω2 =
(
ψ1 − ψ2

) 6

h2
+
∂ψ1

∂y

6

h

ω1 +
1

2
ω2 =

(
ψ1 − ψ2

) 3

h2
+
∂ψ1

∂y

3

h
(63)

∂ψ1

∂y
だけを既知とするので、

ω1 +
1

2
ω2 −

(
ψ1 − ψ2

) 3

h2
=
∂ψ1

∂y

3

h
(64)

or

ω1 +
1

2
ω2 −

(
ψ1 − ψ2

) 3

h2
= −

∂ψ1

∂n

3

h
(65)

(
∂ψ1

∂y
= −

∂ψ1

∂n
を適用した)
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(65)式を用いても lid driven cavityは上手く解けた。

5 Back-stepの境界条件

B1、B3の境界条件を求める。

B1、B3は流線方向の境界なので、

ψ = const.

また、

vx = 0

∂ψ

∂y
= 0

∂ψ

∂n
= 0

である。したがって、

B1 : ψ = 0,
∂ψ

∂n
= 0 (66)

B3 : ψ = ψ,
∂ψ

∂n
= 0 (67)

ψ = ψ|B4 (y2) (68)
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図 2 Back-step
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【Inflowの境界条件】

vy = −
∂ψ

∂x

ψ = −
∫
vydx

= −
∫
vndτ

= ψ(τ) (69)

ω =
∂vy

∂x
−
∂vx

∂y

=
∂vy

∂x
(vx = 0を用いた)

= −
∂2ψ

∂x2

= −
∂2ψ

∂τ2

= ω(τ) (70)

Inflowの流入速度 vy の分布が分かれば、(69)式より ψ の分布 ψ(τ)(or ψ(x))が求められる。

また、(70)式より vy の分布が分かれば ω の分布 ω(τ)(or ω(x))が求められる。

Inflow境界では (69)式、(70)式を式を Dirichlet境界条件として適用することで Back-stepの問題を解くこ

とができた。

【Const. Inflow】

vx(y) = const.

= vx (71)

vx =
∂ψ

∂y

より、

ψ(y) =

∫
vxdy

=

∫
vxdy

= vxy + C (72)

y = y1 のとき ψ = 0となるように C を定めると、

C = −vxy1 (73)

したがって、
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ψ(y) = vx (y − y1) (74)

ω(y) =
∂vy

∂x
−
∂vx

∂y

= −
∂vx

∂y
(75)

(vy = 0を用いた。)

= −
∂vx

∂y

= 0 (76)

【Parabolic Inflow】

vx(y) = −A (y − y1) (y − y2)

= A
{
−y2 + (y1 + y2) y − y1y2

}
(77)

A =
4

(y2 − y1)
2vxmax (78)

ψ(y) =

∫
vxdy

= A

{
−
1

3
y3 +

1

2
(y1 + y2) y

2 − y1y2y

}
+ C (79)

y = y1 のとき ψ = 0となるように C を定めると、

C = −A

{
−
1

3
y31 +

1

2
(y1 + y2) y

2
1 − y1y2y1

}
(80)

ω(y) =
∂vy

∂x
−
∂vx

∂y

= −
∂vx

∂y

(vy = 0を用いた)

= −A {−2y + (y1 + y2)}
= A {2y − (y1 + y2)} (81)
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図 3 Const. Inflow and Parabolic Inflow
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【Outflowの境界条件】

∂v

∂n
= 0

or
∂vx

∂y
= 0 (82)

∂vy

∂y
= 0 (83)

ψ については、

∂vx

∂y
= 0

∂2ψ

∂y2
= 0 (84)

∂vy

∂y
= 0

∂

∂y

(
∂ψ

∂x

)
= 0 (85)

or

∂

∂n

(
∂ψ

∂τ

)
= 0

まず、ψ の境界条件を求める。

点 1、点 2を境界上の点 (2点間の x方向距離を ∆x1)、点 3、点 4を点 1、点 2に対応する境界から ∆y の距

離の内部の点 (2点間の x方向距離を∆x2)とすると、(85)式より、

1

∆y

(
ψ4 − ψ3

∆x2
−
ψ2 − ψ1

∆x1

)
= 0 (86)

ψ1 − ψ2

∆x1
−
ψ3 − ψ4

∆x2
= 0 (87)
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図 4 Outflow ψ

17



次に ω の境界条件を求める。

(83)式を満たす ω を含む式を作る。

点 1、点 2を境界上の 2点（2点間の距離を∆x）とすると、

ψ2 = ψ1 +
∂ψ1

∂x
∆x+

∂2ψ1

∂x2
∆x2

2
(88)

ここで、

∂2ψ

∂x2
+
∂2ψ

∂y2
= −ω

で、

∂2ψ

∂y2
= 0

より、

∂2ψ

∂x2
= −ω

これを代入すると、

ψ2 = ψ1 +
∂ψ1

∂x
∆x− ω1∆x

2

2

ω1 =
(
ψ1 − ψ2

) 2

∆x2
+
∂ψ1

∂x

2

∆x
(89)

ここで、
∂ψ1

∂x
は、

∂ψ1

∂x
= −vy
= vn (90)

である。
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図 5 Outflow ω
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(87)式と (89)式を Dirichlet境界条件として適用することで Back-stepの問題を解くことができた。

6 分離型 RK4を用いた Vorticity Equationsの解法

(25)式、(28)式より、

∫
V

ρδω
.
ωdV = −

∫
V

∇δω · ∇ω + ρδω (v · ∇)ωdV +

∫
V

δ (∇× g)3 dV (91)∫
V

∇δψ · ∇ψ − δψωdV = 0 (92)

マトリクス表示すると、

[Mω]{ .ω} = −[Kω]{ω}+ {f} (93)

[Kψ]{ψ}+ [Mψ]{ω} = 0 (94)

(93)式を RK4(4次 Runge-Kutta)で解く。(93)式は、

{ .ω} = [M ]−1 (−[K]{ω}+ {f}) (95)

であるから、

{ .ω} = f(t, ω) (96)

f(t, ω) = [M ]−1 (−[K]{ω}+ {f}) (97)

{k1} = ∆t[M ]−1 (−[K]{ωn}+ {f})

{k2} = ∆t[M ]−1

(
−[K]{ωn +

k1

2
}+ {f}

)

{k3} = ∆t[M ]−1

(
−[K]{ωn +

k2

2
}+ {f}

)
{k4} = ∆t[M ]−1 (−[K]{ωn + k3}+ {f}) (98)

{ωn+1} = {ωn}+
1

6
({k1}+ 2{k2}+ 2{k3}+ {k4}) (99)

(98)式の解き方を示す。

{k} = ∆t[M ]−1 (−[K]{ω}+ {f}) (100)

[M ]{k} = ∆t (−[K]{ω}+ {f}) (101)

(101)式の k は ω の境界条件をそのまま適用できない。そこで、

[M ]{k + ωn} = [M ]{ωn}+∆t (−[K]{ω}+ {f})
[M ]{ω} = [M ]{ωn}+∆t (−[K]{ω}+ {f}) (102)

{ω} = {k}+ {ωn} (103)

ω には ω の境界条件を適用できる。

したがって、まず ω を求めればよい。そして、
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{k} = {ω} − {ωn} (104)

より {k}を求める。

【アルゴリズム】

Step1: (93)式より {ωn+1}を求める。(RK4の (99)式)

Step2: (94)式より {ψn+1}を求める。つまり次の方程式を解く。（これは直接法で解ける。)

[K]{ψn+1} = −[M ]{ωn+1} (105)

7 Vorticity Equations SUPG(streamline upwind Petrov-Galerkin)

kinematic viscosity ν =
µ

ρ
が小さい場合は、SUPG(streamline upwind Petrov-Galerkin)を用いる必要が

ある。

残差 rM はスカラー値で、

rM = ρ
.
ω − µ∇2ω + ρ (v · ∇)ω − ρ (∇× g)3 (106)

SUPG(streamline upwind Petrov-Galerkin)項は、

∫
V

1

ρ
(τMρv · ∇δω) rMdV (107)

(107)式をガラーキン法の弱形式 (25)式、(28)式に適用すると、

∫
V

µ∇δω · ∇ω + ρδω (v · ∇)ω + ρδω
.
ωdV

+

∫
V

1

ρ
{τMρ (v · ∇) δω} rMdV =

∫
V

δωρ (∇× g)3 dV (108)∫
V

∇δψ · ∇ψ − δψωdV = 0 (109)

内力ベクトル：

(108)式の SUPG項は、

1

ρ
(τMρv · ∇δω) rM =

1

ρ

(
τMρvk

∂δω

∂xk

)
rM (110)
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であるから、これに対応する内力ベクトルは、

{Qω}a =
∂

∂δωa

=

∫
V

1

ρ

(
τMρvk

∂Na

∂xk

)
rMdV (111)

=

∫
V

1

ρ

{
τMρ

(
∂ψ

∂x2

∂Na

∂x1
−
∂ψ

∂x1

∂Na

∂x2

)}
rMdV (112)

ただし、

v1 =
∂ψ

∂x2

v2 = −
∂ψ

∂x1
(113)

を用いた。

接線剛性行列：

SUPG項 (111)式 (or(112)式)に対応する接線剛性行列は、Picardの線形化を用いれば、

[Kωω]ab =
∂{Qω}a

∂ωb

=

∫
V

1

ρ

(
τMρvk

∂Na

∂xk

)
∂rM

∂ωb
dV (114)

[Kωψ]ad =
∂{Qω}a

∂ψd

=

∫
V

1

ρ

(
τMρvk

∂Na

∂xk

)
∂rM

∂ψd
dV (115)

残差 (106)式は、Picardの線形化を用いれば、

rM = ρ
.
ω − µ∇2ω + ρ (v · ∇)ω − ρ (∇× g)3

= ρ
.
ω − µ

∂2ω

∂x2k
+ ρvk

∂ω

∂xk
− ρ

(
∂g2

∂x1
−
∂g1

∂x2

)
(116)

= ρ
.
ω − µ

∂2ω

∂x2k
+ ρ

(
∂ψ

∂x2

∂ω

∂x1
−
∂ψ

∂x1

∂ω

∂x2

)
− ρ

(
∂g2

∂x1
−
∂g1

∂x2

)
(117)

∂rM

∂ωb
= ρ

∂
.
ω

∂ωb
− µ

∂2N b

∂x2k
+ ρvk

∂N b

∂xk
(118)

∂rM

∂ψd
= 0 (119)
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ここで、Newmark β を用いるので、

.
ω = N b .ωb

= N b

{
γ

β∆t

(
ω − ωt−1

)
+

(
1−

γ

β

)
.
ωt−1 +∆t

(
1−

γ

2β

)
..
ωt−1

}
(120)

また、

∂
.
ωb

∂ωb
=

γ

β∆t
(121)

より、

∂
.
ω

∂ωb
=

γ

β∆t
N b (122)

{Q̃ω}a =

∫
V

1

ρ

(
τMρvk

∂Na

∂xk

){
−

γ

β∆t
ωt−1 +

(
1−

γ

β

)
.
ωt−1 +∆t

(
1−

γ

2β

)
..
ωt−1 − ρ (∇× g)3

}
(123)

とすると、解くべき方程式の SUPG項の部分は、次のようになる。[
[Kωω]ab [Kωψ]ad

0 0

] [
{ω}b
{ψ}d

]
=

[
−{Q̃ω}a

0

]
(124)

SUPG以外の項は、すでに求めた (40)式～(44)式である。

8 まとめ

Navier-Stokesの方程式を変形して Vorticity Equationsの定式化を行った。

vorticityを用いる方法は境界条件が複雑なので注意しないといけないことが分かった。

連立方程式を解く方法としては、Newmark β 法で解く方法と、RK4(4次 Runge-Kutta)で解く方法の 2つ

を試した。

Newmark β 法で解く方法は、kinematic viscosity ν が小さい場合に対応するため SUPG(streamline upwind

Petrov-Galerkin)定式化も行った。
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