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1 はじめに

St Venant-Kirchhoff超弾性体に対して Total Lagrange法を用いた FEM定式化を行う。

2 Total Lagrange法

第 2Piola Kirchhoff応力を用いた弱形式は、

∫
V

δuρ0
∂v

∂t

∣∣∣∣∣
X

dV +

∫
V

S : δEdV =

∫
V

δuρ0gdV +

∫
S

t̃δudS (1)

u は変位ベクトル、v は速度ベクトル、ρ0 は密度、S は第 2Piola Kirchhoff 応力テンソル、E は Green-

Lagrangeのひずみテンソル、g は加速度ベクトル、̃tは外力の応力ベクトルである。

右辺第二項は、

∫
V

S : δEdV = Qa
i δu

a
i (2)

Qa
iを内力ベクトルと呼ぶ。

δE を次のように定義する。

δE = F T δF (3)

ここで、F は変形勾配テンソルであり、成分表示すると、

Fij = δij +
∂ui

∂Xj
(4)

δFij =
∂δui

∂Xj
(5)

である。

そうすると、
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S : δE = S :
1

2

(
δE + δE

T
)

=
1

2

(
S : δE + S : δET

)
=

1

2

(
S : δE + ST : δET

)
(ST = S)

=
1

2

(
S : δE + S : δE

)
(AT : BT = A : B)

= S : δE (6)

δE を成分表示すると、

δEij = FhiδFhj

=

(
δhi +

∂uh

∂Xi

)
∂δuh

∂Xj

=
∂δui

∂Xj
+

∂δuh

∂Xj

∂uh

∂Xi

δuの添え字が iになるように添え字を入れ替えると、

δEgh =
∂δui

∂Xh
δig +

∂δui

∂Xh

∂ui

∂Xg
(7)

δu、uが次のように離散化されているとする。

δui = Npδup
i

ui = Nrur
i (8)

ただし、全体節点番号 a、bは要素内節点番号 p、qに対応するものとする。

そうすると、

δEgh =
∂Np

∂Xh
δup

i δig +
∂Np

∂Xh
δup

i

∂Nr

∂Xg
ur
i

=

(
∂Np

∂Xh
δig +

∂Np

∂Xh

∂Nr

∂Xg
ur
i

)
δup

i

= Bpighδu
p
i (9)

Bpigh =
∂Np

∂Xh
δig +

∂Np

∂Xh

∂Nr

∂Xg
ur
i (10)

=
∂Np

∂Xh

(
δig +

∂Nr

∂Xg
ur
i

)

=
∂Np

∂Xh

(
δig +

∂ui

∂Xg

)

=
∂Np

∂Xh
Fig (11)
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これを用いると要素内の内力は次のように書ける。

Qp
ei =

∫
Ve

SghBpighdV (12)

内力はこれを要素毎に足し合わせたものであり、

Qa
i =

∑
e

Qa
ei (13)

また、

Eij =
1

2

(
∂ui

∂Xj
+

∂uj

∂Xi
+

∂uh

∂Xi

∂uh

∂Xj

)
(14)

δEij =
1

2

(
∂δui

∂Xj
+

∂δuj

∂Xi
+

∂δuh

∂Xi

∂uh

∂Xj
+

∂uh

∂Xi

∂δuh

∂Xj

)

δEgh =
1

2

(
∂δug

∂Xh
+

∂δuh

∂Xg
+

∂δui

∂Xg

∂ui

∂Xh
+

∂ui

∂Xg

∂δui

∂Xh

)
(15)

=
1

2

{
∂δui

∂Xh

(
δig +

∂ui

∂Xg

)
+

∂δui

∂Xg

(
δih +

∂ui

∂Xh

)}

=
1

2

(
∂δui

∂Xh
Fig +

∂δui

∂Xg
Fih

)

=
1

2

(
∂Np

∂Xh
Fig +

∂Np

∂Xg
Fih

)
δup

i

=
1

2
(Bpigh +Bpihg) δu

p
i (16)

ここで、δup
i は任意だから、次の関係が成り立つ。

∂Egh

∂up
i

=
1

2
(Bpigh +Bpihg) (17)

=
1

2

(
∂Egh

∂up
i

+
∂Ehg

∂up
i

)
((9)式より) (18)

Newton-Raphson法を用いると、(1)式は、

∫
V

δuρ0
∂v

∂t

∣∣∣∣∣
X

dV +
∂

∂u

∫
V

S : δEdV∆u =∫
V

δuρ0gdV +

∫
S

t̃ · δudS −
∫
V

S : δEdV (19)
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(2)式を代入して成分表示すると、

∫
V

δuiρ0
∂2uj

∂t2

∣∣∣∣∣
X

dV δij + δua
i

∂Qa
i

∂ub
j

∆uj =

∫
V

δuiρ0gjdV δij +

∫
S

t̃jδuidSδij −Qa
i δu

a
i

δua
i

(
M

∂2ub
kj

∂t2
+K∆uj

)
= δua

i

∫
V

Na
i ρ0gjdV δij + δua

i

∫
S

Na
i t̃jdSδij −Qa

i δu
a
i (20)

ただし、kは、Newton-Raphson法の反復ステップ番号である。

M =
∑
e

Me (21)

K =
∑
e

Ke (22)

Mpq
eij =

∫
V

Np
i N

q
j dV δij (23)

Kpq
eij =

∂Qp
i

∂uq
j

(24)

∆uj = uj,k − uj,k−1 (25)

接線剛性行列は、

Kpq
eij =

∂Qp
ei

∂uq
j

(26)

=
∂

∂uq
j

∫
Ve

SghBpighdV

=

∫
Ve

∂Sgh

∂uq
j

BpighdV +

∫
Ve

Sgh

∂Bpigh

∂uq
j

dV

= KUpq
ij +KSpq

ij (27)

KUpq
ij =

∫
Ve

∂Sgh

∂uq
j

BpighdV (初期変位項) (28)

KSpq
ij =

∫
Ve

Sgh

∂Bpigh

∂uq
j

dV (初期応力項、幾何剛性行列) (29)

初期応力項KSpq
ij を先に求める。

Bpiqh =
∂Np

∂Xh
Fig

=
∂Np

∂Xh

(
δig +

∂Nr

∂Xg
ur
i

)
(30)
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を節点変位 uq
j について微分すると、第一項は消えて、

∂Bpigh

∂uq
j

=
∂Np

∂Xh

∂Nr

∂Xg

∂ur
i

∂uq
j

=
∂Np

∂Xh

∂Nr

∂Xg
δijδrq

=
∂Np

∂Xh

∂Nq

∂Xg
δij (31)

よって、

KSpq
ij =

∫
Ve

Sgh

∂Np

∂Xh

∂Nq

∂Xg
δijdV (32)

次に初期変位項KUpq
ij を求める。

S と E の間に次の関係が成り立つものとする。

dS = C : dE (33)

or

dSgh = CghefdEef (34)

ここに、C は構成則テンソルである。

このとき、

∂Sgh

∂uq
j

duq
j = Cghef

∂Eef

∂uq
j

duq
j (35)

これがあ任意の duq
j について成り立つから、

∂Sgh

∂uq
j

= Cghef

∂Eef

∂uq
j

(36)

(17)式を用いると、

∂Sgh

∂uq
j

= Cghef

1

2
(Bqjef +Bqjfe)

=
1

2
CghefBqjef +

1

2
CghfeBqjef

=
1

2
(Cghef + Cghfe)Bqjef

= CghefBqjef (37)

Cghef =
1

2
(Cghef + Cghfe) (38)

よって、

KUpq
ij =

∫
Ve

CghefBqjefBpighdV (39)
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なお、(36)式、(37)式より

∂Sgh

∂uq
j

= Cghef

∂Eef

∂uq
j

= Cghef

∂Eef

∂uq
j

(40)

であることが分かる。

3 St Venant-Kirchhoff超弾性体

3.1 構成式

St Venant-Kirchhoff超弾性体の構成式は、

S = λ(trE)I + 2µE (41)

λ、µは Lameの弾性定数である。

成分表示すると、

Sij = λEkkδij + 2µEij

= λEklδklδij + 2µEklδikδjl

= (λδklδij + 2µδikδjl)Ekl (42)

よって、

Sij = CijklEkl (43)

Cijkl = λδklδij + 2µδikδjl (44)

これをテンソル表示すると、

S = C : E (45)

C は、

C = λ(I ⊗ I) + 2µI4 (46)

と書けるから、応力の微小な増分量についても次式が成り立つ。

dS = C : dE (47)

これは、(33)式の仮定と一致する。
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3.2 Total Lagrange法の内力、接線剛性行列

内力は、

Qp
ei =

∫
Ve

SghBpighdV (48)

Sgh = λEkkδgh + 2µEgh (49)

Egh =
1

2

(
∂ug

∂Xh
+

∂uh

∂Xg
+

∂uk

∂Xg

∂uk

∂Xh

)
(50)

接線剛性行列は、

KSpq
ij =

∫
Ve

Sgh

∂Np

∂Xh

∂Nq

∂Xg
δijdV (51)

KUpq
ij =

∫
Ve

CghefBqjefBpighdV (52)

Bpigh =
∂Np

∂Xh
Fig (53)

Cghef =
1

2
(Cghef + Cghfe)

=
1

2
(λδefδgh + 2µδgeδhf + λδfeδgh + 2µδgfδhe)

= λδefδgh + µδgeδhf + µδgfδhe (54)

(54)式を (52)式の被積分項に代入すると、

CghefBqjefBpigh = (λδefδgh + µδgeδhf + µδgfδhe)BqjefBpigh

= λBqjggBpihh + µ(BqjghBpigh +BqjhgBpigh) (55)

したがって、

KUpq
ij =

∫
Ve

λBqjggBpihh + µ(BqjghBpigh +BqjhgBpigh)dV (56)

4 まとめ

St Venant-Kirchhoff超弾性体に対して Total Lagrange法を用いた FEM定式化を行った。
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