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1 はじめに

Navier-Stokes 方程式を標準ガラーキン法で解くとき、kinematic viscocity ν が小さくなると解が収

束しなくなる。この問題を解消する安定化有限要素法 (Stabilized Finite Element Formulations) として

SUPG(Streamline Upwind Petrov-Galerkin)法がある。

以下で SUPG の定式化を示す。SUPG では標準ガラーキン法に新たな安定項を追加する。以下では追加項

の計算結果のみを示している。標準ガラーキン法の部分はすでにまとめた「Weak Form of Navier-Stokes

Equations」に記しているのでそちらを参照されたい。

線形化には最初Newton-Raphson法を試したが、kinematic viscocity ν が小さくなると発散したので、Picard

の反復法を使用した。以下では Newton-Raphson法、Picardの反復法の両方について定式化している。

2 Navier-Stokes方程式

非圧縮 Navier-Stokes方程式

ρ
.
v − µ∇2v + ρv · ∇v +∇p = ρg

∇ · v = 0

3 残差

rM (v, p) = ρ
.
v − µ∇2v + ρv∇v −∇p− ρg (1)

rC(v) = ∇ · v (2)
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4 弱形式

SUPGの項は次のように定義する。

∫
V

1

ρ
[τMρv∇δv + τM∇δp] · rMdV (3)∫

V

[τCρ∇ · δv] rCdV (4)

(3) 式の第一項が SUPG(Streamline Upwind Petrov-Galerkin)、第二項が PSPG(Pressure Stabilizing

Petrov-Galerkin)、(4)式が LSIC(Least Squares on Incompressibility Constraint)の項である。

(3)式、(4)式をガラーキン法の弱形式に加えると、∫
V

µ∇δv :
{
∇v + (∇v)

T
}
+ ρδv · v∇v − (∇ · δv) p+ ρδv · .vdV

+

∫
V

1

ρ
[τMρv∇δv] · rMdV +

∫
V

[τCρ∇ · δv] rCdV =

∫
V

δv · ρgdV (5)∫
V

δp∇ · vdV +

∫
V

1

ρ
[τM∇δp] · rMdV = 0 (6)

(5)式の第 4項が SUPG、第 5項が LSIC、(6)式の第２項が PSPGの項である。

5 安定化パラメータ

安定化パラメータ τM、τC の決定方法はいくつかの方法がある。ここでは文献 [2]の方法を用いた。

τM =


(

2

∆t

)2

+ vGv + CIν
2G : GT


− 1

2

(7)

(CI = 30)

τC =
1

τMg · g
(8)
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(G)ij =

d∑
k=1

∂ξk

∂xi

∂ξk

∂xj
(9)

(g)i =

d∑
k=1

∂ξk

∂xi
(10)

d = 2 for 2 dimensions

ξi = Li (i = 1, 2) (11)

∂ξk

∂x1
= bk (12)

∂ξk

∂x2
= ck

G =

[∑
k bkbk

∑
k bkck∑

k ckbk
∑

k ckck

]
(13)

g =

[∑
k bk∑
k ck

]
(14)

G : GT = (G)ij (G)ij (15)

6 Newton-Raphson法：内力ベクトル

Newton-Raphson法を適用したときの内力ベクトルを計算する。

(5)式の SUPG項に対して

1

ρ
[τMρv · ∇v] · rM =

1

ρ

[
τMρvk

∂δvi

∂xk

]
rMi (16)

{
Qv1

}a
i
=

∂

∂δvai

=

∫
V

1

ρ

[
τMρvk

∂Na

∂xk

]
rMidV (17)

(5)式の LSIC項に対して

[τCρ∇ · δv] rC =

[
τCρ

∂δvk

∂xk

]
rMi (18)

{
Qv2

}a
i
=

∂

∂δvai

=

∫
V

[
τCρ

∂Na

∂xk
δki

]
rCdV

=

∫
V

[
τCρ

∂Na

∂xi

]
rCdV (19)

3



(6)式の PSPG項に対して

1

ρ
[τM∇δp] · rM =

1

ρ

[
τM

∂δp

∂xi

]
rMi (20)

{Qp}c =
∂

∂δpc

=

∫
V

1

ρ

[
τM

∂M c

∂xi

]
rMidV (iについて sum)

=

∫
V

1

ρ

[
τM

∂M c

∂xk

]
rMkdV (21)

7 Newton-Raphson法：接線剛性行列

Newton-Raphson法を適用したときの接戦剛性行列を計算する。

SUPG項 (17)式に対して

[
Kvv1

]ab
ij

=
∂
{
Qv1

}a
i

∂vbj

=

∫
V

∂

∂vbj

{
1

ρ

[
τMρvk

∂Na

∂xk

]
rMi

}
dV

=

∫
V

1

ρ

[
τMρN bδkj

∂Na

∂xk

]
rMi +

1

ρ

[
τMρvk

∂Na

∂xk

]
∂rMi

∂vbj
dV

=

∫
V

1

ρ

[
τMρN b ∂N

a

∂xj

]
rMi +

1

ρ

[
τMρvk

∂Na

∂xk

]
∂rMi

∂vbj
dV (22)

[Kvp]
ad
i =

∂
{
Qv1

}a
i

∂pd

=

∫
V

∂

∂pd

{
1

ρ

[
τMρvk

∂Na

∂xk

]
rMi

}
dV

=

∫
V

1

ρ

[
τMρvk

∂Na

∂xk

]
∂rMi

∂pd
dV (23)

LSIC項 (19)式に対して

[
Kvv2

]ab
ij

=

{
Qv2

}a
i

∂vbi

=

∫
V

∂

∂vbj

{[
τCρ

∂Na

∂xi

]
rC

}
dV

=

∫
V

[
τCρ

∂Na

∂xi

]
∂rC

∂vbj
dV (24)
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[
Kvp2

]ad
i

=

{
Qv2

}a
i

∂pd
= 0 (25)

(rC = rC(v) →
∂rC

∂pd
= 0 を用いた)

PSPG項 (21)式に対して

[Kpv]
cb
j =

∂ {Qp}c

∂vbj

=

∫
V

∂

∂vbj

{
1

ρ

[
τM

∂M c

∂xk

]
rMk

}
dV

=

∫
V

1

ρ

[
τM

∂M c

∂xk

]
∂rMk

∂vbj
dV (26)

[Kpp]
cd

=
∂ {Qp}c

∂pd

=

∫
V

∂

∂pd

{
1

ρ

[
τM

∂M c

∂xk

]
rMk

}
dV

=

∫
V

1

ρ

[
τM

∂M c

∂xk

]
∂rMk

∂pd
dV (27)

8 Newton-Raphson法：残差

接線剛性行列に現れる残差とその偏微分は次のように導ける。

(1)式の残差について、

rMi = ρ
.
vi − µ

∂2vi

∂x2
k

+ ρvk
∂vi

∂xk
+

∂p

∂xi
− ρgi (28)

∂rMi

∂vbj
= ρ

∂
.
vi

∂vbj
− µ

∂2N b

∂x2
k

δij + ρ

[
N bδkj

∂vi

∂xk
+ vk

∂N b

∂xk
δij

]

= ρ
∂
.
vi

∂vbj
− µ

∂2N b

∂x2
k

δij + ρ

[
N b ∂vi

∂xj
+ vk

∂N b

∂xk
δij

]
(29)

∂rMi

∂pd
=

∂Md

∂xi
(30)

(2)式の残差について、

rC =
∂vk

∂xk
(31)

∂rC

∂vbj
=

∂N b

∂xk
δkj

=
∂N b

∂xj
(32)

∂rC

∂pd
= 0 (33)
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また、.
vi、

∂
.
vi

∂vbj
は Newmark β 法を用いると、

.
vi = N b .vbi

= N b

[
γ

β∆t

(
vi − vt−1

i

)
+

(
1−

γ

β

)
.
vt−1
i +∆t

(
1−

γ

2β

)
..
vt−1
i

]
(34)

∂
.
vi

∂vbj
=

γ

β∆t
N bδij (35)

となる。ただし、Newmark β 法の関係式

.
d =

γ

β∆t

(
d− dt−1

)
+

(
1−

γ

β

)
.
dt−1 +∆t

(
1−

γ

2β

)
..
dt−1

∂
.
d

∂d
=

γ

β∆t

を用いた。

9 Picardの反復法

先に導出した Newton-Raphson法を用いると、kinematic viscocity ν(= µ/ρ)が小さくなると発散した。

そこで Newton-Raphson法はやめて、Picardの反復法を使用することにした。その結果、さらに小さな ν で

も収束することが分かった。

Picardの反復法は、非線形項 v∇v を v∇v (v は定数扱い)に置き換えることで線形化する。

∫
V

µ∇δv :
{
∇v + (∇v)

T
}
+ ρδv · v∇v − (∇ · δv) p+ ρδv · .vdV

+

∫
V

1

ρ
[τMρv∇δv] · rMdV +

∫
V

[τCρ∇ · δv] rCdV =

∫
V

δv · ρgdV (36)∫
V

δp∇ · vdV +

∫
V

1

ρ
[τM∇δp] · rMdV = 0 (37)

Picard反復法を適用すると次の方程式が得られる。

[
[Mvv]

ab
ij 0

0 0

] [.
vbj
0

]
+

[[
Kvv1

]
+
[
Kvv2

]ab
ij

[Kvp]
ad
i

[Kpv]
cb
j [Kpp]

cd

] [
vbj
pd

]
=

[
{F v}ai − {Qv}ai

−{Qp}c
]

(38)

Picard反復法の場合、[Kvv2]の SUPGを除いた部分は、

[
Kvv2

]ab
ij

=

∫
V

ρNavk
∂N b

∂xk
δijdV (39)

となることに注意。それ以外の SUPGを除いた行列、ベクトルは「Weak Form of Navier-Stokes Equations」

に記したものになる。

SUPG項等の部分の内力ベクトルは、Newmark β 法を用いると、
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{
Q̃v
}a

i
=

∫
V

1

ρ

[
τMρvk

∂Na

∂xk

]{
−

γ

β∆t
vt−1
i +

(
1−

γ

β

)
.
vt−1
i +∆t

(
1−

γ

2β
..
vt−1
i − ρgi

)}
dV (40)

{
Q̃p
}c

=

∫
V

1

ρ

[
τM

∂M c

∂xk

]{
−

γ

β∆t
vt−1
k +

(
1−

γ

β
.
vt−1
k +∆t

(
1−

γ

2β

)
..
vt−1
k − ρgk

)}
(41)

SUPG項等の部分の剛性行列は、

[
K̃vv1

]ab
ij

=

∫
V

1

ρ

[
τMρvk

∂Na

∂xk

]
∂rMi

∂vbj
dV (42)

[Kvp]
ad
i =

∫
V

1

ρ

[
τMρvk

∂Na

∂xk

]
∂rMi

∂pd
dV (43)

[
Kvv2

]ab
ij

=

∫
V

[
τCρ

∂Na

∂xi

]
∂rC

∂vbj
dV (44)

[Kpv]
cb
j =

∫
V

1

ρ

[
τM

∂M c

∂xk

]
∂rMk

∂vbj
dV (45)

[Kpp]
cd

=

∫
V

1

ρ

[
τM

∂M c

∂xk

]
∂rMk

∂pd
dV (46)

残差 rMi の vbj についての偏微分は Newton-Raphson法と異なり次のようになる。

∂rMi

∂vbj
= ρ

∂
.
vi

∂vbj
− µ

∂2N b

∂x2
k

+ ρvk
∂N b

∂xk
δij (47)

10 まとめ

Navier-Stokes方程式を SUPG法を用いて定式化した。

SUPG定式化で Newton-Raphson法を用いた場合は、kinematic viscocity ν(= µ/ρ)が小さくなると発散し

た。

そこで、Newton-Raphson法はあきらめ Picardの反復法を用いたところ、さらに小さい ν の場合でも収束す

ることが分かった。
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