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1 はじめに

Mooney-Rivlin超弾性体に対して Total Lagrange法を用いた FEM定式化を行う。

2 Total Lagrange法

第 2Piola Kirchhoff応力を用いた弱形式は、

∫
V

δuρ0
∂v

∂t

∣∣∣∣∣
X

dV +

∫
V

S : δEdV =

∫
V

δuρ0gdV +

∫
S

t̃δudS (1)

u は変位ベクトル、v は速度ベクトル、ρ0 は密度、S は第 2Piola Kirchhoff 応力テンソル、E は Green-

Lagrangeのひずみテンソル、g は加速度ベクトル、̃tは外力の応力ベクトルである。

右辺第 2項は、

∫
V

S : δEdV = Qa
i δu

a
i (2)

Qa
iを内力ベクトルと呼ぶ。

δE を次のように定義する。

δE = F T δF (3)

ここで、F は変形勾配テンソルであり、成分表示すると、

Fij = δij +
∂ui

∂Xj
(4)

δFij =
∂δui

∂Xj
(5)

である。

δE を成分表示すると、
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δEij = FhiδFhj

=

(
δhi +

∂uh

∂Xi

)
∂δuh

∂Xj

=
∂δui

∂Xj
+
∂δuh

∂Xj

∂uh

∂Xi

δuの添え字が iになるように添え字を入れ替えると、

δEgh =
∂δui

∂Xh
δig +

∂δui

∂Xh

∂ui

∂Xg
(6)

δu、uが次のように離散化されているとする。

δui = Npδupi
ui = Nruri (7)

ただし、全体節点番号 a、bは要素内節点番号 p、qに対応するものとする。

そうすると、

δEgh =
∂Np

∂Xh
δupi δig +

∂Np

∂Xh
δupi

∂Nr

∂Xg
uri

=

(
∂Np

∂Xh
δig +

∂Np

∂Xh

∂Nr

∂Xg
uri

)
δupi

= Bpighδu
p
i (8)

Bpigh =
∂Np

∂Xh
δig +

∂Np

∂Xh

∂Nr

∂Xg
uri (9)

=
∂Np

∂Xh

(
δig +

∂Nr

∂Xg
uri

)

=
∂Np

∂Xh

(
δig +

∂ui

∂Xg

)

=
∂Np

∂Xh
Fig (10)

これを用いると要素内の内力は次のように書ける。

Qp
ei =

∫
Ve

SghBpighdV (11)

内力はこれを要素毎に足し合わせたものであり、

Qa
i =

∑
e

Qa
ei (12)

2



また、

Eij =
1

2

(
∂ui

∂Xj
+
∂uj

∂Xi
+
∂uh

∂Xi

∂uh

∂Xj

)
(13)

δEij =
1

2

(
∂δui

∂Xj
+
∂δuj

∂Xi
+
∂δuh

∂Xi

∂uh

∂Xj
+
∂uh

∂Xi

∂δuh

∂Xj

)

δEgh =
1

2

(
∂δug

∂Xh
+
∂δuh

∂Xg
+
∂δui

∂Xg

∂ui

∂Xh
+

∂ui

∂Xg

∂δui

∂Xh

)
(14)

=
1

2

{
∂δui

∂Xh

(
δig +

∂ui

∂Xg

)
+
∂δui

∂Xg

(
δih +

∂ui

∂Xh

)}

=
1

2

(
∂δui

∂Xh
Fig +

∂δui

∂Xg
Fih

)

=
1

2

(
∂Np

∂Xh
Fig +

∂Np

∂Xg
Fih

)
δupi

=
1

2
(Bpigh +Bpihg) δu

p
i (15)

ここで、δupi は任意だから、次の関係が成り立つ。

∂Egh

∂upi
=

1

2
(Bpigh +Bpihg) (16)

=
1

2

(
∂Egh

∂upi
+
∂Ehg

∂upi

)
((8)式より) (17)

3 超弾性体

超弾性体は変形やひずみの成分で微分することにより共役な応力成分が得られる弾性ポテンシャルW が存

在する物質である。

Sij =
∂W

∂Eij
(18)

Green-Lagrangeのひずみ E は、右 Cauchy Green変形テンソル C を用いて、

E =
1

2
(C − I) (19)

と表せるから、

Sij = 2
∂W

∂Cij
(20)

W は C の主値の関数としてあらわすことができる。主値は主不変量の関数なので、W も C の主不変量の関

数で表される。
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W (C) =W (IC , IIC , IIIC) (21)

IC = trC (22)

IIC =
1

2

{
(trC)

2 − tr
(
C2
)}

(23)

IIIC = detC (24)

C の主変量の微分を求めると、

∂IC

∂Cij
=
∂Ckk

∂Cij

= δij (25)

∂IIC

∂Cij
=

∂

∂Cij

{
1

2
(CkkCll − CklClk)

}
= δijCkk − Cij

= δijIC − Cij (26)

∂IIIC

∂Cij
を求める。

Cayley-Hamiltonの定理より

C3 − ICC
2 + IICC − IIICI = 0 (27)

両辺の traceをとって

tr
(
C3 − ICC

2 + IICC
)
− 3IIIC = 0

3IIIC = tr
(
C3 − ICC

2 + IICC
)

(28)

成分表示すると、

3IIIC = CkeCefCfk − ICCkeCek + IICCkk (29)

両辺を Cij で微分すると、

3
∂IIIC

∂Cij
= 3CikCkj − 3ICCij + 3IICδij

∂IIIC

∂Cij
= CikCkj − ICCij + IICδij (30)

∂IIIC

∂C
=
∂IIIC

∂Cij
ei ⊗ ej

= C2 − ICC + IICI

= C−1
(
C3 − ICC

2 + IICC
)

= C−1 (IIICI)

= IIICC
−1 (31)
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したがって、

∂IIIC

∂Cij
= IIIC

(
C−1

)
ij

(32)

4 非圧縮性超弾性体

非圧縮性超弾性体の解析では、Lagrange未定乗数を導入した弾性ポテンシャル関数を用いる。

非圧縮の拘束条件を満たすとき 0の値をとるような ψ を定義する。

ψ(IIIC) は IIIC = 1 で ψ = 0

∂ψ

∂IIIC
= 1 (33)

ψ としては、

ψ = IIIC − 1 (34)

などが用いられる。

ひずみのエネルギーの総和は、

Φ =

∫
V

W + λψdV (35)

外力も含めてこれが極値をとった時を考えると、Lagrange未定乗数を含む仮想仕事式は、

δΦ =
∂Φ

∂u
δu+

∂Φ

∂λ
δλ =

∫
S

t̃ · δudS +

∫
V

ρ0g · δudV (36)

変位場、未定乗数がそれぞれ離散的な値 uai、λ
c で表されているとする。

仮想仕事式の左辺は、

δΦ =
∂Φ

∂uai
δuai +

∂Φ

∂λc
δλc

= {Q}{δu} (37)

{Q} =

[
{QU}ai
{Qλ}c

]
{QU}ai =

∂Φ

∂uai

{Qλ}c =
∂Φ

∂λc

{δu} =

[
δuai
δλc

]
(38)

{Q}は節点等価内力ベクトルと呼ばれる。
仮想仕事式の右辺は、

∫
S

t̃ · δudS +

∫
V

ρ0g · δudV = {FU}ai δuai (39)
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したがって、仮想仕事式は、

{δu}{Q} = {δu}{F} (40)

{F} =

[
{FU}ai

0

]
(41)

任意の {δu}について成り立つことから、

{Q} = {F} (42)

内力ベクトルを求める。

要素 Ve 内で uが補間関数 N を用いて、λが補間関数M を用いて次のように補間されているとする。

ui = Npupi
λ =Mrλr (43)

また、要素内での変位節点 pは全体節点 aであるとし、要素内での未定乗数節点 rは全体節点 cであるとす

る。

変位の節点等価内力ベクトル {QU}ai は、

{QU}ai =
∂Φ

∂uai
(44)

=
∂

∂uai

∫
V

(W + λψ) dV

=
∑
e

∂

∂upi

∫
Ve

(W + λψ) dV

=
∑
e

∫
Ve

(
∂W

∂Cgh
+ λ

∂ψ

∂Cgh

)
∂Cgh

∂upi
dV (45)

=
∑
e

∫
Ve

2

(
∂W

∂Cgh
+ λ

∂ψ

∂Cgh

)
∂Egh

∂upi
dV

=
∑
e

∫
Ve

2

(
∂W

∂Cgh
+ λ

∂ψ

∂Cgh

)
1

2

(
∂Egh

∂upi
+
∂Ehg

∂upi

)
dV

=
∑
e

∫
Ve

2

(
∂W

∂Cgh
+ λ

∂ψ

∂Cgh

)
∂Egh

∂upi
dV

=
∑
e

∫
Ve

SghBpighdV (46)

=
∑
e

{QU
e }

p
i (47)
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{QU
e }

p
i =

∫
Ve

SghBpighdV (48)

Bpigh =
∂Egh

∂upi

=
∂Np

∂Xh

(
δig +

∂Nr

∂Xg
uri

)

=
∂Np

∂Xh
Fig (49)

Sij = 2

(
∂W

∂Cij
+ λ

∂ψ

∂Cij

)
(50)

= SU
ij + Sλ

ij (51)

SU
ij = 2

∂W

∂Cij
(52)

= 2

{(
∂W

∂IC
+
∂W

∂IIC
IC

)
δij −

∂W

∂IIC
Cij +

∂W

∂IIIC

(
C−1

)
ij

}
(53)

Sλ
ij = 2λ

∂ψ

∂Cij
(54)

= 2λ
∂ψ

∂IIIC

∂IIIC

∂Cij

= 2λ
∂ψ

∂IIIC
IIIC

(
C−1

)
ij

(55)

未定乗数の内力ベクトルを求める。

{Qλ}c =
∂Φ

∂λc
(56)

=
∂

∂λc

∫
V

(W + λψ) dV

=
∑
e

∂

∂λr

∫
Ve

(W +Mrλrψ) dV

=
∑
e

∫
Ve

MrψdV (57)

=
∑
e

{Qλ
e}r (58)

{Qλ
e}r =

∫
Ve

MrψdV (59)

Newton-Raphson法を用いる。

接線剛性行列は、
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[K] =

[
[KUU ]abij [KUλ]adi
[KλU ]cbj [Kλλ]cd

]

=


∂{QU}ai
∂ubj

∂{QU}ai
∂λd

∂{Qλ}c

∂ubj

∂{Qλ}c

∂λd

 (60)

これは、次のような要素剛性行列を足し合わせたものである。

[K] =
∑
e

[Ke] (61)

[Ke] =

[
[KUU

e ]pqij [KUλ
e ]psi

[KλU
e ]rqj [Kλλ

e ]rs

]

=


∂{QU}pi
∂uqj

∂{QU}pi
∂λs

∂{Qλ}r

∂uqj

∂{Qλ}r

∂λs

 (62)

[KUU ]を求める。

[KUU
e ]pqij =

∂{QU}pi
∂uqj

(63)

{QU}pi =
∂Φ

∂upi

=

∫
Ve

(
∂W

∂Cgh
+ λ

∂ψ

∂Cgh

)
∂Cgh

∂upi
dV (64)

であるから、

[KUU
e ]pqij =

∫
Ve

∂

∂uqj

{(
∂W

∂Cgh
+ λ

∂ψ

∂Cgh

)
∂Cgh

∂upi

}
dV (65)

=

∫
Ve

(
∂2W

∂Cgh∂Cef
+ λ

∂2ψ

∂Cgh∂Cef

)
∂Cef

∂uqj

∂Cgh

∂upi
+

(
∂W

∂Cgh
+ λ

∂ψ

∂Cgh

)
∂2Cgh

∂upi ∂u
q
j

dV

=

∫
Ve

4

(
∂2W

∂Cgh∂Cef
+ λ

∂2ψ

∂Cgh∂Cef

)
∂Eef

∂uqj

∂Egh

∂upi
+ 2

(
∂W

∂Cgh
+ λ

∂ψ

∂Cgh

)
∂2Egh

∂upi ∂u
q
j

dV

=

∫
Ve

Cghef

∂Eef

∂uqj

∂Egh

∂upi
+ Sgh

∂2Egh

∂upi ∂u
q
j

dV (66)

=

∫
Ve

Cghef

∂Eef

∂uqj

∂Egh

∂upi
+ Sgh

∂2Egh

∂upi ∂u
q
j

dV (67)

(Cghef

∂Eef

∂uqj
= Cghef

∂Eef

∂uqj
)

=

∫
Ve

CghefBqjefBpigh + Sgh

∂Np

∂Xg

∂Nq

∂Xh
δijdV (68)
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ただし、

∂Egh

∂upi
= Bpigh

=
∂Np

∂Xh

(
δig +

∂ui

∂Xg

)
∂2Egh

∂upi ∂u
q
j

=
∂Bqjgh

∂upi

=
∂

∂upi

{
∂Nq

∂Xh

(
δjg +

∂uj

∂Xg

)}

=
∂Np

∂Xg

∂Nq

∂Xh
δij

を用いた。

また、

Cghef = 4

(
∂2W

∂Cgh∂Cef
+ λ

∂2ψ

∂Cgh∂Cef

)
(69)

Cghef =
1

2
(Cghef + Cghfe) (70)

である。

(67)式をひずみポテンシャル由来のものと、非圧縮の拘束条件由来のものに分ける。

Cghef = CU
ghef + Cλ

ghef (71)

CU
ghef = 4

∂2W

∂Cgh∂Cef

Cλ
ghef = 4λ

∂2ψ

∂Cgh∂Cef
(72)

また、

C
U

ghef =
1

2

(
CU

ghef + CU
ghfe

)
C

λ

ghef =
1

2

(
Cλ

ghef + Cλ
ghfe

)
(73)

とすると、

Cghef = C
U

ghef + C
λ

ghef (74)

(74)式第 1項の C
U
、あるいは (71)式 CU は物質の構成則によって定まる。

Mooney-Rivlinモデルの CU（構成則テンソル)については後述する。

ここではまず、(74)式第 2項の C
λ
を求める。

9



∂2ψ

∂Cgh∂Cef
=

∂

∂Cef

(
∂ψ

∂Cgh

)

=
∂

∂Cef

(
∂ψ

∂IIIC

∂IIIC

∂Cgh

)

=
∂2ψ

∂III2C

∂IIIC

∂Cef

∂IIIC

∂Cgh
+

∂ψ

∂IIIC

∂2IIIC

∂Cef∂Cgh

=
∂2ψ

∂III2C
III2C

(
C−1

)
ef

(
C−1

)
gh

+
∂ψ

∂IIIC

∂2IIIC

∂Cef∂Cgh
(75)

∂2IIIC

∂Cef∂Cgh
=

∂

∂Cef

(
∂IIIC

∂Cgh

)

=
∂

∂Cef

{
IIIC

(
C−1

)
gh

}
=
∂IIIC

∂Cef

(
C−1

)
gh

+ IIIC
∂
(
C−1

)
gh

∂Cef

= IIIC
(
C−1

)
ef

(
C−1

)
gh

+ IIIC
∂
(
C−1

)
gh

∂Cef
(76)

ここで、

C−1C = I(
C−1

)
ij
Cjg = δig

両辺を Ckl で微分して、

∂
(
C−1

)
ij
Cjg

∂Ckl
=

∂δig

∂Ckl

= 0

∂
(
C−1

)
ij

∂Ckl
Cjg +

(
C−1

)
ij

∂Cjg

∂Ckl
= 0

∂
(
C−1

)
ij

∂Ckl
Cjg = −

(
C−1

)
ij
δjkδgl

∂
(
C−1

)
ij

∂Ckl
Cjg

(
C−1

)
gh

= −
(
C−1

)
gh

(
C−1

)
ik
δgl

∂
(
C−1

)
ij

∂Ckl
δjh = −

(
C−1

)
ik

(
C−1

)
lh

(77)

であるから、

∂2IIIC

∂Cef∂Cgh
= IIIC

(
C−1

)
ef

(
C−1

)
gh

− IIIC
(
C−1

)
ge

(
C−1

)
fh

(78)
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よって、

Cλ
ghef = 4λ

∂2ψ

∂Cgh∂Cef

= 4λ

[
III2C

∂2ψ

∂III2C

(
C−1

)
ef

(
C−1

)
gh

+
∂ψ

∂IIIC

{
IIIC

(
C−1

)
ef

(
C−1

)
gh

− IIIC
(
C−1

)
ge

(
C−1

)
fh

}]

= 4λIIIC

{
IIIC

∂2ψ

∂III2C
+

∂ψ

∂IIIC

}(
C−1

)
ef

(
C−1

)
gh

− 4λIIIC
∂ψ

∂IIIC

(
C−1

)
ge

(
C−1

)
fh

(79)

C
λ

ghef = 4λIIIC

IIIC
∂2ψ

∂III2C
+

∂ψ

∂IIIC

(C−1
)
ef

(
C−1

)
gh

- 2 λIIIC
∂ψ

∂IIIC

{(
C−1

)
ge

(
C−1

)
fh

+
(
C−1

)
gf

(
C−1

)
eh

}
(80)

[KUλ]を求める。

[KUλ
e ]psi =

∂{QU}pi
∂λs

(81)

=
∂

∂λs

∫
Ve

(
∂W

∂Cgh
+ λ

∂ψ

∂Cgh

)
∂Cgh

∂upi
dV

=

∫
Ve

Ms ∂ψ

∂Cgh

∂Cgh

∂upi
dV (82)

=

∫
Ve

2Ms ∂IIIC

∂Cgh

∂ψ

∂IIIC

∂Egh

∂upi
dV

=

∫
Ve

2Ms ∂ψ

∂IIIC
IIIC

(
C−1

)
gh

∂Egh

∂upi
dV

=

∫
Ve

2Ms ∂ψ

∂IIIC
IIIC

(
C−1

)
gh

∂Egh

∂upi
dV

=

∫
Ve

2Ms ∂ψ

∂IIIC
IIIC

(
C−1

)
gh
BpighdV (83)
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[KλU ]を求める。

[KλU
e ]rqj =

∂{Qλ}r

∂uqj
(84)

=
∂

∂uqj

∫
Ve

MrψdV

=

∫
Ve

Mr ∂ψ

∂uqj
dV (85)

=

∫
Ve

Mr ∂ψ

∂IIIC

∂IIIC

∂Cgh

∂Cgh

∂uqj
dV

=

∫
Ve

2Mr ∂ψ

∂IIIC
IIIC

(
C−1

)
gh

∂Egh

∂uqj
dV

=

∫
Ve

2Mr ∂ψ

∂IIIC
IIIC

(
C−1

)
gh

∂Egh

∂uqj
dV

=

∫
Ve

2Mr ∂ψ

∂IIIC
IIIC

(
C−1

)
gh
BqjghdV (86)

[Kλλ]を求める。

[Kλλ
e ]rs =

∂{Qλ}r

∂λs
(87)

=
∂

∂λs

∫
V e

MrψdV

= 0 (88)

5 Mooney-Rivlinモデル

Mooney-Rivlinモデルのポテンシャルは、

W = c1(IC − 3) + C2(IIC − 3) (89)

IIIC = 1 (90)

と表される。

SU
gh =

∂W

∂Egh
= 2

∂W

∂Cgh

= 2c1
∂IC

∂Cgh
+ 2c2

∂IIC

∂Cgh

= 2c1δgh + 2c2(ICδgh − Cgh)

= 2(c1 + c2IC)δgh − 2c2Cgh (91)
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CU
ghef =

∂2W

∂Eef∂Egh

= 2
∂

∂Cef

(
2
∂W

∂Cgh

)

= 2
∂Sgh

∂Cef

= 2
∂

∂Cef

{
2(c1 + c2IC)δgh − 2c2Cgh

}
= 4c2δefδgh − 4c2δgeδfh (92)

C
U

ghef =
1

2
(CU

ghef + CU
ghfe)

= 4c2δefδgh − 2c2δgeδfh − 2c2δgfδeh (93)

6 低減不変量

Mooney-Rivlinモデルの第 2Piola-Kirchhoff応力を求める。(53)式に不定静水圧 pを加えた応力は、

Sij = −p
(
C−1

)
ij
+ 2

{(
∂W

∂IC
+
∂W

∂IIC
IC

)
δij −

∂W

∂IIC
Cij +

∂W

∂IIIC

(
C−1

)
ij

}
(94)

Mooney-Rivlinモデルのポテンシャル (87)式を代入すると、

Sij = −p
(
C−1

)
ij
+ 2 {(c1 + c2IC)δij − c2Cij} (95)

外力が作用せず無変形すなわち、

Cij = δij (96)

のとき、

Sij = −pδij + (2c1 + 4c2)δij (97)

外力が作用しない (Sij = 0)とき不定静水圧 pは、

p = 2c1 + 4c2 ̸= 0 (98)

つまり、Mooney-Rivlinモデルのポテンシャルとして (87)式を用いる場合、無変形であっても応力が 0のと

き不定静水圧が 0とならない。

この不合理を解消するために主不変量の関数 W (IC , IIC , IIIC) であったものを低減不変量の関数

W (IC , IIC , IIIC)に置き換える。

まず修正右 Cauchy-Green変形テンソル C を導入する。

C = F
T
F (99)

F = J− 1
3F (100)

C = J− 2
3C (101)

J = detF (102)
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ここに、F は Floryの変形勾配テンソルで

detF = 1 (103)

が成り立ち体積変形の影響を受けない。

C の主不変量は、

IC =
IC

III
1
3

(104)

IIC =
IIC

III
2
3

C

(105)

IIIC = 1 (106)

この C の主不変量が先ほど言及した低減不変量 (reduced invariants)である。

W の主不変量に関する微分は、

∂W

∂IC
=
∂W

∂IC

∂IC

∂IC
=

1

III
1
3

C

∂W

∂IC
(107)

∂W

∂IIC
=
∂W

∂IIC

∂IIC

∂IIC
=

1

III
2
3

C

∂W

∂IIC
(108)

∂W

∂IIIC
=
∂W

∂IC

∂IC

∂IIIC
+
∂W

∂IIC

∂IIC

∂IIIC
= −

1

3

IC

III
4
3

C

∂W

∂IC
−

2

3

IIC

III
5
3

C

∂W

∂IIC
(109)

外力が存在せず無変形のとき、

C = I

IC = 3

IIC = 3

IIIC = 1 (110)

であるから、これを (94)式に代入すると、

Sij = −p+ 2
∂W

∂IC
+ 4

∂W

∂IIC
+ 2

∂W

∂IIIC
(111)

Sij = 0のときの不定静水圧 pは、

p = 2
∂W

∂IC
+ 4

∂W

∂IIC
+ 2

∂W

∂IIIC
(112)

= 2
1

1
1
3

∂W

∂IC
+ 4

1

1
2
3

∂W

∂IIC
+ 2

(
−
1

3

3

1
4
3

∂W

∂IC
−

2

3

3

1
5
3

∂W

∂IIC

)
= 0 (113)

となり、低減不変量を用いると無変形状態で応力が 0のとき不定静水圧 p = 0が満たされることが分かる。

低減不変量を用いた非圧縮性超弾性体の応力は、(108)-(110)式を (94)式に代入して、

14



Sij = −p
(
C−1

)
ij
+ 2

(
1

III
1
3

C

∂W

∂IC
+

1

III
2
3

C

∂W

∂IIC
IC

)
δij

−
2

III
2
3

C

∂W

∂IIC
Cij

−2

(
1

3

IC

III
4
3

C

∂W

∂IC
+

2

3

IIC

III
5
3

C

∂W

∂IIC

)(
C−1

)
ij

(114)

または別の表現をすると (52)式より、

SU
ij = 2

∂W

∂Cij
= 2

∂W

∂IC

∂IC

∂Cij
+ 2

∂W

∂IIC

∂IIC

∂Cij
(115)

である。

構成則テンソルは、

CU
ghef = 4

∂2W

∂Cgh∂Cef

= 4
∂W

∂IC

∂2IC

∂Cgh∂Cef
+ 4

∂W

∂IIC

∂2IIC

∂Cgh∂Cef
(116)

ここで使用する低減不変量の右 Cauchy-Greenひずみテンソル C に関する微分を求めておく。
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∂III
− 1

3

C

∂Cij
= −

1

3
III

− 4
3

C

∂IIIC

∂Cij

= −
1

3
III

− 4
3

C IIIC
(
C−1

)
ij

= −
1

3
III

− 1
3

C

(
C−1

)
ij

(117)

∂IC

∂Cij
=

∂

∂Cij

(
III

− 1
3

C IC

)
=
∂III

− 1
3

C

∂Cij
IC + III

− 1
3

C

∂IC

∂Cij

= −
1

3
III

− 1
3

C

(
C−1

)
ij
IC + III

− 1
3

C δij

= III
− 1

3

C

{
δij −

1

3
IC
(
C−1

)
ij

}
(118)

∂2IC

∂Cij∂Ckl
=
∂III

− 1
3

C

∂Ckl

{
δij −

1

3
IC
(
C−1

)
ij

}
+ III

− 1
3

C

∂

∂Ckl

{
δij −

1

3
IC
(
C−1

)
ij

}

= −
1

3
III

− 4
3

C IIIC
(
C−1

)
kl

{
δij −

1

3
IC
(
C−1

)
ij

}

+III
− 1

3

C

{
−
1

3
δkl
(
C−1

)
ij
+

1

3
IC
(
C−1

)
ik

(
C−1

)
lj

}

=
1

3
III

− 1
3

C

{
1

3
IC
(
C−1

)
ij

(
C−1

)
kl
− δij

(
C−1

)
kl
−
(
C−1

)
ij
δkl + IC

(
C−1

)
ik

(
C−1

)
lj

}
(119)
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∂III
− 2

3

C

∂Cij
= −

2

3
III

− 5
3

C

∂IIIC

∂Cij

= −
2

3
III

− 5
3

C IIIC
(
C−1

)
ij

= −
2

3
III

− 2
3

C

(
C−1

)
ij

(120)

∂IIC

∂Cij
=

∂

∂Cij

(
III

− 2
3

C IIC

)
=
∂III

− 2
3

C

∂Cij
IIC + III

− 2
3

C

∂IIC

∂Cij

= −
2

3
III

− 5
3

C IIIC
(
C−1

)
ij
IIC + III

− 2
3

C (ICδij − Cij)

= III
− 2

3

C

{
ICδij − Cij −

2

3
IIC
(
C−1

)
ij

}
(121)

∂2IIC

∂Cij∂Ckl
=
∂III

− 2
3

C

∂Ckl

{
ICδij − Cij −

2

3
IIC
(
C−1

)
ij

}

+III
− 2

3

C

∂

∂Ckl

{
ICδij − Cij −

2

3
IIC
(
C−1

)
ij

}

= −
2

3
III

− 5
3

C IIIC
(
C−1

)
kl

{
ICδij − Cij −

2

3
IIC
(
C−1

)
ij

}

+III
− 2

3

C

{
δklδij − δikδjl −

2

3
(ICδkl − Ckl)

(
C−1

)
ij
+

2

3
IIC
(
C−1

)
ik

(
C−1

)
lj

}

= III
− 2

3

C

{
δijδkl +

4

9
IIC
(
C−1

)
ij

(
C−1

)
kl

}

+
2

3
III

− 2
3

C

{
(Cij − ICδij)

(
C−1

)
kl
+
(
C−1

)
ij
(Ckl − ICδkl)

}
+III

− 2
3

C

{
2

3
IIC
(
C−1

)
ik

(
C−1

)
lj
− δikδjl

}
(122)

7 低減不変量を用いたMooney-Rivlinモデル

低減不変量を用いたMooney-Rivlinモデルのポテンシャルは、

W = c1
(
IC − 3

)
+ c2

(
IIC − 3

)
(123)

IIIC = 1 (124)
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と表される。

SU
gh =

∂W

∂Egh
= 2

∂W

∂Cgh
= 2

∂W

∂IC

∂IC

∂Cgh
+ 2

∂W

∂IIC

∂IIC

∂Cgh

= 2c1
∂IC

∂Cgh
+ 2c2

∂IIC

∂Cgh

= 2c1III
− 1

3

C

{
δgh −

1

3
IC
(
C−1

)
gh

}
+ 2c2III

− 2
3

C

{
ICδgh − Cgh −

2

3
IIC
(
C−1

)
gh

}

=

(
2c1

III
1
3

C

+
2c2IC

III
2
3

C

)
δgh −

2c2

III
2
3

C

Cgh −

(
1

3

2c1IC

III
1
3

C

+
2

3

2c2IIC

III
2
3

C

)(
C−1

)
gh

(125)

CU
ghef = 4

∂2W

∂Cgh∂Cef

= 4c1
∂2IC

∂Cgh∂Cef
+ 4c2

∂2IIC

∂Cgh∂Cef

= 4c1III
− 1

3

C

1

3

{
1

3
IC
(
C−1

)
gh

(
C−1

)
ef

+ IC
(
C−1

)
ge

(
C−1

)
fh

}

+4c2III
− 2

3

C

2

3

{
2

3
IIC
(
C−1

)
gh

(
C−1

)
ef

+ Cgh

(
C−1

)
ef

+
(
C−1

)
gh
Cef + IIC

(
C−1

)
ge

(
C−1

)
fh

}

−

{
4c1

1

3
III

− 1
3

C

(
C−1

)
ef

+ 4c2
2

3
III

− 2
3

C IC
(
C−1

)
ef

}
δgh

−

{
4c1

1

3
III

− 1
3

C

(
C−1

)
gh

+ 4c2
2

3
III

− 2
3

C IC
(
C−1

)
gh

}
δef

+4c2III
− 2

3

C δghδef − 4c2III
− 2

3

C δgeδhf (126)

C
U

ghef =
1

2
(Cghef + Cghfe)

= 4c1III
− 1

3

C

1

3

{
1

3
IC
(
C−1

)
gh

(
C−1

)
ef

+
1

2
IC
(
C−1

)
ge

(
C−1

)
fh

+
1

2
IC
(
C−1

)
gf

(
C−1

)
eh

}

+4c2III
− 2

3

C

2

3

{2
3
IIC
(
C−1

)
gh

(
C−1

)
ef

+ Cgh

(
C−1

)
ef

+
(
C−1

)
gh
Cef

+
1

2
IIC
(
C−1

)
ge

(
C−1

)
fh

+
1

2
IIC
(
C−1

)
gf

(
C−1

)
eh

}
−

{
4c1

1

3
III

− 1
3

C

(
C−1

)
ef

+ 4c2
2

3
III

− 2
3

C IC
(
C−1

)
ef

}
δgh

−

{
4c1

1

3
III

− 1
3

C

(
C−1

)
gh

+ 4c2
2

3
III

− 2
3

C IC
(
C−1

)
gh

}
δef

+4c2III
− 2

3

C δghδef − 2c2III
− 2

3

C δgeδhf − 2c2III
− 2

3

C δgfδhe (127)
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8 まとめ

Mooney-Rivlin超弾性体に対して Total Lagrange法を用いた FEM定式化を行った。
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