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1 はじめに

Discrete Kirchhoff Theoryが薄板曲げの理論であったのに対し、Reissner-Mindlinの板理論は厚板曲げの

理論といわれる。

本書では厚板要素を構成する。

2 Mindlin板の曲げ理論

Reissner-Mindlinの板の仮定は、

”変形前中立面 (middle, or neutral plane)に垂直だった直線は変形後も直線である”

Reissner-Mindlinの仮定では、中立面に平行な 2つの変位 u、v は、

u = zθy(x, y) (1)

v = −zθx(x, y) (2)
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図 1 Plate
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曲げひずみを求める。

ϵxx =
∂u

∂x
=

∂

∂x
(zθy) = z

∂θy

∂x
(3)

ϵyy =
∂v

∂y
=

∂

∂y
(−zθx) = −z

∂θx

∂y
(4)

γxy = 2ϵxy =
∂u

∂y
+

∂v

∂x

=
∂

∂y
(zθy) +

∂

∂x
(−zθx)

= z

(
∂θy

∂y
−

∂θx

∂x

)
(5)

曲げひずみを次のように表記する。

ϵb =

ϵxxϵyy
γxy



=


z
∂θy

∂x

−z
∂θx

∂y

z

(
∂θy

∂y
−

∂θx

∂x

)


= −zχ (6)

χ =


−
∂θy

∂x
∂θx

∂y
∂θx

∂x
−

∂θy

∂y

 (7)

χは曲率である。

断面 (off-plane)のせん断ひずみを求める。

γxz =
∂u

∂z
+

∂w

∂x

=
∂

∂z
(zθy) +

∂w

∂x

=
∂w

∂x
+ θy (8)

γyz =
∂v

∂z
+

∂w

∂y

=
∂

∂z
(−zθx) +

∂w

∂y

=
∂w

∂y
− θx (9)
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γ =

[
γxz
γyz

]

=


∂w

∂x
+ θy

∂w

∂y
− θx

 (10)

(11)

応力場は平面応力を仮定 (σzz = 0)すると、

応力-ひずみ関係式は、

σb =

σxx

σyy

τxy

 = Cbϵb (12)

τs =

[
τzx
τzy

]
= κCsγ (13)

Cb =
E

1− ν2


1 ν 0
ν 1 0

0 0
1

2
(1− ν)

 (14)

Cs =
E

2(1 + ν)

[
1 0
0 1

]
=

[
G 0
0 G

]
(15)

κ =
π2

12
, or κ =

5

6
(16)

ひずみのポテンシャルエネルギーは、

U =
1

2

∫ h
2

−h
2

∫
A

σT
b ϵbdzdA+

1

2

∫ h
2

−h
2

∫
A

τT
s γdzdA

=
1

2

∫ h
2

−h
2

∫
A

ϵTb CbϵbdzdA+
1

2

∫ h
2

−h
2

∫
A

κγTCsγdzdA

=
1

2

∫ h
2

−h
2

∫
A

z2χTCbχdzdA+
1

2

∫ h
2

−h
2

∫
A

κγTCsγdzdA

=
1

2

h3

12

∫
A

z2χTCbχdzdA+
1

2
κh

∫
A

γTCsγdzdA (17)

運動エネルギーは、

T =
1

2

∫
V

ρ(
.
u2 +

.
v2 +

.
w2)dV

=
1

2

∫
V

ρ
(
z2
.
θ2y + z2

.
θ2x +

.
w2
)
dzdA

=
1

2

∫
A

ρ

(
h
.
w2 +

h3

12

.
θ2x +

h3

12

.
θy

)
dA (18)

4



3 曲げ要素 (bending element)の形状関数

deflectionと rotationsを線形補間する。

w =

3∑
i=1

Niwi (19)

θx =

3∑
i=1

Niθxi (20)

θy =

3∑
i=1

Niθyi (21)

Ni = Li (i = 1, 2, 3) (22)

節点自由度ベクトル

d =
[
w1 θx1 θy1 w2 θx2 θy2 w3 θx3 θy3

]T
(23)

を用いると、

wθx
θy

 = NTd (24)

N =

N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0
0 N1 0 0 N2 0 0 N3 0
0 0 N1 0 0 N2 0 0 N3

T

(25)
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χ、γ を求める。

χ =


0 0 −

∂

∂x

0
∂

∂y
0

0
∂

∂x
−

∂

∂y


wθx
θy



=


0 0 −

∂

∂x

0
∂

∂y
0

0
∂

∂x
−

∂

∂y


N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0

0 N1 0 0 N2 0 0 N3 0
0 0 N1 0 0 N2 0 0 N3

d

=


0 0 −

∂N1

∂x
0 0 −

∂N2

∂x
0 0 −

∂N3

∂x

0
∂N1

∂y
0 0

∂N2

∂y
0 0

∂N3

∂y
0

0
∂N1

∂x
−
∂N1

∂y
0

∂N2

∂x
−
∂N2

∂y
0

∂N3

∂x
−
∂N3

∂y

d

=

0 0 −b1 0 0 −b2 0 0 −b3
0 c1 0 0 c2 0 0 c3 0
0 b1 −c1 0 b2 −c2 0 b3 −c3

d (26)

= Bbd (27)

γ =


∂

∂x
0 1

∂

∂y
−1 0


wθx
θy



=


∂

∂x
0 1

∂

∂y
−1 0


N1 0 0 N2 0 0 N3 0 0

0 N1 0 0 N2 0 0 N3 0
0 0 N1 0 0 N2 0 0 N3

d

=


∂N1

∂x
0 N1

∂N2

∂x
0 N2

∂N3

∂x
0 N3

∂N1

∂y
−N1 0

∂N2

∂y
−N2 0

∂N3

∂y
−N3 0

d

=

[
b1 0 N1 b2 0 N2 b3 0 N3

c1 −N1 0 c2 −N2 0 c3 −N3 0

]
d (28)

= Bsd (29)
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これらを用いるとひずみエネルギーは (17)式より、

U =
1

2

h3

12

∫
A

χTCbχdA+
1

2
κh

∫
A

γTCsγdA

=
1

2
dT h3

12

∫
A

BT
b CbBbdAd+

1

2
dTκh

∫
A

BT
s CsBsdAd

=
1

2
dTKd (30)

K =
h3

12

∫
A

BT
b CbBbdA+ κh

∫
A

BT
s CsBsdA (31)

運動エネルギーは (18)式より、

T =
1

2

∫
A

[
.
w

.
θx

.
θy

]
ρh 0 0

0
ρh3

12
0

0 0
ρh3

12


 .
w.
θx.
θy

 dA

=
1

2

.
dT

∫
A

NCTN
T dA

.
d

=
1

2

.
dTM

.
d (32)

M =

∫
A

NCTN
T dA (33)

CT =


ρh 0 0

0
ρh3

12
0

0 0
ρh3

12

 (34)

Hamiltonの原理より運動方程式は、

M
..
d+Kd = F (35)

shear lockingを回避するために、剛性マトリクスK のうちせん断ひずみに関する項（(31)式第 2項）は 1点

Gauss積分する。

Mindlin板の場合の低減積分は剛性マトリクスの一部分だけを低減積分することから選択的低減積分と呼ばれ

る。

4 膜要素 (membrane element)ー CST(Constant Strain Triangular,定ひず

み三角形)要素

「Plate Bending Theory of Discrete Kirchhoff Triangle (DKT) elements」を参照。
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5 厚板 (Thick Plate)要素

CST要素とMindlin要素の重ね合わせで膜 (membrane)の挙動と曲げ (bending)の挙動を表現する。

全自由度は 18で 1節点につき 6自由度 u, v, w, θx, θy, θz を持つ。

CSTからは u, v の 2自由度、DKTからは w, θx, θy の 3自由度が導入される。残る 1自由度 θz は新たに定

める。

d =
[
u1 v1 w1 θx1 θy1 θz1

u2 v2 w2 θx2 θy2 θz2

u3 v3 w3 θx3 θy3 θz3

]T
(36)

CST要素 (membrane)

dm =
[
u1 v1 u2 v2 u3 v3

]T
(37)

Km =

Km11 Km12 Km13

Km22 Km23

Km33

 (38)

Kmij =
[ ]

2×2
(39)

Km は (171)式である。

Mindlin板要素 (bending)

db =
[
w1 θx1 θy1 w2 θx2 θy2 w3 θx3 θy3

]T
(40)

Kb =

Kb11 Kb12 Kb13

Kb22 Kb23

Kb33

 (41)

Kbij =
[ ]

3×3
(42)

Kb は (147)式である。

重ね合わせると、

K =



Km11 0 0 Km12 0 0 Km13 0 0
0 Kb11 0 0 Kb12 0 0 Kb13 0
0 0 f1 0 0 0 0 0 0

Km21 0 0 Km22 0 0 Km23 0 0
0 Kb21 0 0 Kb22 0 0 Kb23 0
0 0 0 0 0 f2 0 0 0

Km31 0 0 Km32 0 0 Km33 0 0
0 Kb31 0 0 Kb32 0 0 Kb33 0
0 0 0 0 0 0 0 0 f3


(43)

新たに現れた f は θz に関連するひずみエネルギーの寄与を表す。

θz は”drilling degree of freedom”と呼ばれる。

f は”fictitious stiffness value”で、
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fp = 10−3 max(Kp
ij) (p = 1, 2, 3) (44)

Kp
ij は、節点 pに関する項を抽出した小行列Kp の i,j要素である。

max(Kp
ij)は通常対角項のみを調べれば充分と思われ、

fp = 10−3 max(Kp
ii) (45)

としてよい。なお、対角項はKp
ii > 0である。

6 グローバル座標系への変換

「Plate Bending Theory of Discrete Kirchhoff Triangle (DKT) elements」を参照。

ローカル座標系節点値ベクトル dl とグローバル座標系節点値ベクトル dg の関係は、

dl = Tdg (46)

dl =
[
u1 v1 w1 θx1 θy1 θz1 · · · θz3

]T
(47)

dg =
[
U1 U2 U3 U4 U5 U6 · · · U18

]T
(48)

T は変換マトリクスで次のように求まる。

T3 =

lx mx nx

ly my ny

lz mz nz

 (49)

Tp =

[
T3 0
0 T3

]
=
[ ]

6×6
(50)

T =

Tp 0 0
0 Tp 0
0 0 Tp

 =
[ ]

18×18
(51)

(52)

この変換マトリクス T を用いると運動方程式は、

Ml

..
dl +Kldl = Fl (53)

→ T TMlT
..
dl + T TKlTdg = T TFl (54)

→ Mg

..
dg +Kgdg = Fg (55)

ここに、

Kg = T TKlT (56)

Mg = T TMlT (57)

Fg = T TFl (58)
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7 まとめ

Reissner-Mindlin Plate Theoryを適用した厚板曲げ要素を構成した。
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