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1 はじめに

「Mixed Interpolation of Tensorial Components(MITC) Triangular Elements for Linear Plate Bending」

では線形弾性体についてMITC3シェル要素の定式化を行った。

本書では幾何学的非線形、特に有限回転を考慮した Total Lagrange法によるMITC3シェル要素の定式化を

行っている。

一例として St.Venant-Kirchhoffモデルに適用している。

2 有限回転を考慮した degeneratedシェル要素

中立面 (mid-surface)の節点座標はグローバル直角座標 xi、基底 ei、(i = 1, 2, 3)すなわち (i = x, y, z)に

よって表される。

mid-surfaceの時刻 tの位置ベクトル xt は、

xt(r1, r2, r3) = Nkx
t
k +

r3

2
NkhkV

t
nk (1)

ri(i = 1, 2, 3)はシェルの局所座標で、r1 = r, r2 = s, r3 = tである。

面積座標を Li(i = 1, 2, 3)とすると r1、r2 は、

r1 = L2

r2 = L3

Ni は中立面の補間関数で、

N1 = 1− r1 − r2 (2)

N2 = r1 (3)

N3 = r2 (4)

Vni はディレクターベクトルで中立面の節点上に定義される。また、|Vnk| = 1

hk は板の厚さである。

1



図 1 degeneratedシェル要素
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ディレクターに垂直なベクトル V1k、V2k を定義する。

e2 × Vnk ̸= 0のとき、

V1k =
e2 × Vnk

|e2 × Vnk|
(5)

V2k = Vnk × V1k (6)

e2 × Vnk = 0のとき、

V1k = e3 (7)

V2k = e1 (8)

変形に関する次の 2つの仮定を行う。

(a) ディレクターベクトルは変形後も直線となるとする。

(b) 厚さは変形前後で一定であるとする。

時刻 tから t+∆tの間の変位の増分 (incremental displacements)uは、

u = xt+∆t − xt

= Nkx
t+∆t
k +

r3

2
Nkhk

(
V t+∆t
nk − V t

nk

)
(9)

tから t+∆tのディレクターの回転は、

V t+∆t
nk = Rk

t+∆t
t V t

nk (10)

と表すことができる。Rk
t+∆t
t は回転テンソル (rotation tensor)である。

Argyrisの擬回転ベクトル (pseudo-rotation vector、軸性回転ベクトル)θk がディレクター方向成分を持たな

い、すなわち

θk = αkV1k + βkV2k (11)

と仮定する。θk に対応する反対称テンソル (skew symmetric tensor)Θk が定義できる。

θk × x = Θkx (12)

xは回転軸について回転する任意のベクトルである。

今回の θk に対するΘk は、

Θk =

 0 0 βk

0 0 −αk

−βk αk 0

 (13)

反対称テンソルを用いた回転テンソルは Euler-Rodrigues formulaの Argyris形式より、
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Rk
t+∆t
t = I +

sin θk

θk
Θk +

1

2

sin2

(
θk

2

)
(
θk

2

)2 Θ2
k (14)

θk =
√
α2
k + β2

k (15)

回転テンソルの級数展開は、

Rk
t+∆t
t = I +Θk +

1

2!
Θ2

k + · · · (16)

また、

ΘkVnk = θk × Vnk (17)

ΘkV1k = θk × V1k (18)

ΘkV2k = θk × V2k (19)

これらを用いると、

V t+∆t
nk − V t

nk = (R− I)V t
nk

= ΘkV
t
nk +

1

2
Θ2

kV
t
nk

= θk × V t
nk +

1

2
θk × (θk × V t

nk)

= θk × V t
nk −

1

2
|θk|2V t

nk

= (−αkV
t
2k + βkV

t
1k)−

1

2
(α2

k + β2
k)V

t
nk (20)

変位の増分 uは (20)式を (9)式に代入して、

u = Nkuk +
r3

2
Nkhk(−αkV

t
2k + βkV

t
1k)−

r3

4
Nkhk(α

2
k + β2

k)V
t
nk (21)

または、線形項 uI、非線形（2次）項 uII に分解して次のように書ける。

u = uI + uII (22)

uI = Nkuk +
r3

2
Nkhk(−αkV

t
2k + βkV

t
1k) (23)

uII = −
r3

4
Nkhk(α

2
k + β2

k)V
t
nk (24)

共変基底ベクトル (covariant basis vectors)は、
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gt
g =

∂xt

∂rg

=
∂Nk

∂rg
xt
k +

r3

2

∂Nk

∂rg
hkVnk +

1

2
δg3NkhkVnk (25)

gt+∆t
g =

∂xt+∆t

∂rg
=

∂(xt + u)

∂rg

=
∂xt

∂rg
+

∂u

∂rg

= gt
g +

∂u

∂rg
(26)

= gt
g +

∂uI

∂rg
+

∂uII

∂rg
(27)

∂uI

∂rg
=

∂Nk

∂rg
uk +

r3

2

∂Nk

∂rg
hk(−αkV2k + βkV1k) +

1

2
δg3Nkhk(−αkV2k + βkV1k)

=
∂Nk

∂rg
uk +

(
−
r3

2

∂Nk

∂rg
hkV2k −

1

2
δg3NkhkV2k

)
αk +

(
r3

2

∂Nk

∂rg
hkV1k +

1

2
δg3NkhkV1k

)
βk (28)

∂uII

∂rg
= −

r3

4

∂Nk

∂rg
hk(α

2
k + β2

k)V
t
nk −

1

4
δg3Nkhk(α

2
k + β2

k)V
t
nk

=

(
−
r3

4

∂Nk

∂rg
hkV

t
nk −

1

4
δg3NkhkV

t
nk

)
α2
k +

(
−
r3

4

∂Nk

∂rg
hkV

t
nk −

1

4
δg3NkhkV

t
nk

)
β2
k (29)

3 Total Lagrange法

時刻 t+∆tにおける Total Lagrange法の仮想仕事式は、

∫
V0

Sght+∆t

0 δEgh
t+∆t
0 dV0 = Rt+∆t (30)

Sght+∆t
0 は時刻 t+∆tにおける第 2Piola-Kirchhorff応力テンソルの反変成分、Egh

t+∆t
0 は Green-Lagrange

ひずみテンソルの共変成分、Rt+∆t は仮想外力仕事である。

構成則

dSgh = CghefdEef (31)

が成り立つとする。

増分解を求めるために応力とひずみを既知の Sght
0、Egh

t
0 と未知の増分 Sgh

0、Egh0 に分解する。

Sght+∆t

0 = Sght

0 + Sgh
0 (32)

Egh
t+∆t
0 = Egh

t
0 + Egh0 (33)
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(33)式より、

δEgh
t+∆t
0 = δ(Egh

t
0 + Egh0)

= δEgh0 (34)

これらを (30)式に代入すると、

∫
V0

(Sght

0 + Sgh
0)δEgh0 = Rt+∆t (35)

ひずみの増分 Egh0 を線形項 Egh0I と非線形項 Egh0II に分ける。

Egh0 = Egh0I + Egh0II (36)

これを (35)式に代入すると、

∫
V0

(Sght

0 + Sgh
0)(δEgh0I + δEgh0II)dV0 = Rt+∆t

∫
V0

Sgh
0(δEgh0I + δEgh0II)dV0 +

∫
V0

Sght

0δEgh0IIdV0 = Rt+∆t −
∫
V0

Sght

0δEgh0IdV0 (37)

(37)式の増分項（左辺第 1項）に対して、

Sgh
0 ≃ CghefEef 0I (38)

(δEgh0I + δEgh0II) ≃ δEgh0I (39)

なる線形化を行うと次式を得る。

∫
V0

CghefEef 0IδEgh0IdV0 +

∫
V0

Sght

0δEgh0IIdV0 = Rt+∆t −
∫
V0

Sght

0δEgh0IdV0 (40)

時刻 tの Green-Lagrangeひずみテンソル E は、

Et
0 = Egh

t
0G

g ⊗Gh (41)

Egh
t
0 =

1

2
(gt

g · gt
h −Gg ·Gh) (42)

=
1

2
(ggh

t −Ggh) (43)

ここに、Gi、Gi は時刻 0における共変ベクトル、反変ベクトルであり、

Gi = gi0

Gi = gi
0 (44)

また、

ggh = gg · gh
Ggh = Gg ·Gh (45)
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反変ベクトルGi は次式より計算する。

Gi ·Gj = δji (46)

G1 =
G2 ×G3

G1 · (G2 ×G3)
(47)

G2 =
G3 ×G1

G2 · (G3 ×G1)
(48)

G3 =
G1 ×G2

G3 · (G1 ×G2)
(49)

時刻 t+∆tのひずみは、

Egh
t+∆t
0 =

1

2
(gt+∆t

g · gt+∆t
h −Gg ·Gh) (50)

ひずみの増分は、

Egh0 = Egh
t+∆t
0 − Egh

t
0

=
1

2

(
gt+∆t
g · gt+∆t

h − gt
g · gt

h

)
(51)

(26)式を用いると、

Egh0 =
1

2

{(
gt
g +

∂u

∂rg

)
·

(
gt
h +

∂u

∂rh

)
− gt

g · gt
h

}

=
1

2

(
∂u

∂rg
· gt

h + gt
g ·

∂u

∂rh
+

∂u

∂rg
·
∂u

∂rh

)
(52)

=
1

2

{(
∂uI

∂rg
+

∂uII

∂rg

)
· gt

h + gt
g ·

(
∂uI

∂rh
+

∂uII

∂rh

)

+

(
∂uI

∂rg
+

∂uII

∂rg

)
·

(
∂uI

∂rh
+

∂uII

∂rh

)}
(53)

2次非線形項まで取ると、

Egh0 ≃ Egh0I + Egh0II (54)

Egh0I =
1

2

(
∂uI

∂rg
· gt

h + gt
g ·

∂uI

∂rh

)
(55)

Egh0II =
1

2

(
∂uII

∂rg
· gt

h + gt
g ·

∂uII

∂rh
+

∂uI

∂rg

∂uI

∂rh

)
(56)

Egh0I は線形項、Egh0II は非線形（2次）項である。

∂uI

∂rg
、

∂uII

∂rg
を節点値ベクトル U を用いて次のように表す。
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∂uI

∂rg
= aIgU (57)

U =
[
U1T U2T U3T

]T
(58)

Uk =
[
uk αk βk θzk

]T
(59)

uk = udked (d = x, y, z) (60)

=
[
uxk uyk uzk

]
(61)

aIg =
[
a1
Ig a2

Ig a3
Ig

]
(62)

ak
Ig =

[
auk

Ig aαk

Ig aβk

Ig 0
]

(63)

auk

Ig =
∂Nk

∂rg
ed (64)

aαk

Ig = −
r3

2

∂Nk

∂rg
hkV

t
2k −

1

2
δg3NkhkV

t
2k (65)

aβk

Ig =
r3

2

∂Nk

∂rg
hkV

t
1k +

1

2
δg3NkhkV

t
1k (66)

∂uII

∂rg
= UTaIIgU (67)

aIIg =

a11
IIg 0 0

0 a22
IIg 0

0 0 a33
IIg

 (68)

akk
IIg =

[
0 aαkαk

IIg aβkβk

IIg 0
]

(69)

aαkαk

IIg = −
r3

4

∂Nk

∂rg
hkV

t
nk −

1

4
δg3NkhkV

t
nk (70)

aβkβk

IIg = −
r3

4

∂Nk

∂rg
hkV

t
nk −

1

4
δg3NkhkV

t
nk (71)

Egh0I を U の式で表す。

Egh0I =
1

2

(
∂uI

∂rg
· gt

h + gt
g ·

∂uI

∂rh

)

=
1

2

{
(aIgU) · gt

h + gt
g · (aIhU)

}
=

1

2

(
gt
h · aIg + gt

g · aIh

)
U

= BIghU (72)

BIgh =
1

2

(
gt
h · aIg + gt

g · aIh

)
(73)
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Egh0II を U の式で表す。

Egh0II =
1

2

(
∂uII

∂rg
· gt

h + gt
g ·

∂uII

∂rh
+

∂uI

∂rg
·
∂uI

∂rh

)

=
1

2

{
(UTaIIgU) · gt

h + gt
g · (UTaIIhU) + (aIgU) · (aIhU)

}
=

1

2
UT

(
gt
h · aIIg + gt

g · aIIh + aT
IgaIh

)
U

=
1

2
UTBIIghU (74)

BIIgh = gt
h · aIIg + gt

g · aIIh + aT
IgaIh (75)

ただし、

gt
g · aIIg =

gt
g · a11

IIg 0 0

0 gt
g · a22

IIg 0

0 0 gt
g · a33

IIg

 (76)

aT
IgaIh =

aIg1...
 [aIh1 · · ·

]
(77)

と計算する。

ひずみの変分を求める。

δEgh0I = BIghδU (78)

δEgh0II = δUTBIIghδU (79)

Egh0I(72)式、Egh0II(74)式、δEgh0I(78)式、δEgh0II(79)式を (37)式に代入する。

∫
V0

Cghef (BIefU)(BIghδU)dV0 +

∫
V0

Sght

0(δUBIIghU)dV0

= Rt+∆t −
∫
V0

Sght

0(BIghδU)dV0

δUT

∫
V0

BT
IghC

ghefBIefdV0U + δUT

∫
V0

Sght

0BIIghdV0U

= Rt+∆t − δU

∫
V0

BT
IghS

ght

0dV0

δUTKU = δUTF t+∆t − δUQ

KU = F t+∆t −Q (80)

K =

∫
V0

BT
IghC

ghefBIefdV0 +

∫
V0

Sght

0BIIghdV0 (81)

Q =

∫
V0

BT
IghS

ght

0dV0 (82)

剛性方程式 (80)式の θz に対応する成分はすべて 0であるので、θz に対応する対角成分として次の値を用い

る。(fictitious stiffness value)
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fp = 10−3 max(Kp
ii) (83)

Kp は節点 p に関する成分を抽出した小行列ある。

剛性方程式 (80)式は線形化されているので、時刻 tを既知として t+∆tを求めるとき Newton-Raphson法

などの反復計算は不要である。

(80)式を解いて得られる U は時刻 tから時刻 t+∆tの間の増分である。

解の更新は、

xt+∆t = xt + u (84)

V t+∆t
nk = Rk

t+∆t
t V t

nk (85)

V t+∆t
1k = Rk

t+∆t
t V t

1k (86)

V t+∆t
2k = Rk

t+∆t
t V t

2k (87)

で行う。

t = 0から荷重 F を徐々に増加させ、t+∆tで求めたい荷重になるようにする。

(80)式はローカル座標系の式なので変換行列 T を使ってグローバル座標系に変換する。(「Mixed Interpola-

tion of Tensorial Components(MITC) Triangular Elements for Linear Plate Bending」を参照)

4 MITC3要素

MITC(Mixed Interpolation of Tensorial Components)定式化では、共変面内ひずみ (covariant in-plane

strain)成分は Eij から直接計算するが、共変横断面せん断ひずみ (covariant transverse shear strain)場は新

たな補間を用いる。

新たなひずみを assumed 共変横せん断ひずみといい、次式で計算する。(導出は「Mixed Interpolation of

Tensorial Components(MITC) Triangular Elements for Linear Plate Bending」を参照)

Ê13
t

0 = E
(1)
13

t

0 + ct0s (88)

Ê23
t

0 = E
(2)
23

t

0 − ct0r (89)

ct0 = (E
(3)
13

t

0 − E
(1)
13

t

0)− (E
(3)
23

t

0 − E
(2)
23

t

0) (90)

E
(k)
ij は次のサンプリング点 (sampling points or tying points)において Eij を計算した値である。

(r, s, t)(1) =

(
1

2
, 0, 0

)

(r, s, t)(2) =

(
0,

1

2
, 0

)

(r, s, t)(3) =

(
1

2
,
1

2
, 0

)
(91)
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図 2 MITC3要素の assumed共変横断面せん断ひずみ
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Ê130I = E
(1)
13 0I + cIs = B

(1)
I13U + cIs (92)

Ê230I = E
(2)
23 0I − cIr = B

(2)
I23U − cIr (93)

cI = (E
(3)
13 0I − E

(1)
13 0I)− (E

(3)
23 0I − E

(2)
23 0I)

= (B
(3)
I13U −B

(1)
I13U)− (B

(3)
I23U −B

(2)
I23U) (94)

Ê130II = E
(1)
13 0II + cIIs =

1

2
UTB

(1)
II13U + cIIs (95)

Ê230II = E
(2)
23 0II − cIIr =

1

2
UTB

(2)
II23U − cIIr (96)

cII = (E
(3)
13 0II − E

(1)
13 0II)− (E

(3)
23 0II − E

(2)
23 0II)

=

(
1

2
UTB

(3)
II13U −

1

2
UTB

(1)
II13U

)
−

(
1

2
UTB

(3)
II23U −

1

2
B

(2)
II23U

)
(97)

Egh0I(72)式の rt、st成分を (92)、(93)式に置き換え、Egh0II(74)式の rt、st成分を (95)、(96)式に置き換

えると、

Êgh0I = B̂IghU (98)

Êgh0II =
1

2
UT B̂IIghU (99)

となる。

したがって (80)～(82)式は次のように置き換わる。

K̂U = F t+∆t − Q̂ (100)

K̂ =

∫
V0

B̂T
IghC

ghefB̂IefdV0 +

∫
V0

Ŝght

0B̂IIghdV0 (101)

Q̂ =

∫
V0

B̂T
IghŜ

ght

0dV0 (102)

ここに、Ŝgh
t

0 は assumedひずみ Êt
0 を用いて算出した応力である。

5 St.Venant-Kirchhoffモデル

幾何学的非線形モデルの例として St.Venant-Kirchhorffモデルを用いることにする。

St.Venant-Kirchhoffモデルの第 2Piola-Kirchhorff応力テンソル S は、

S = λtr(E)I + 2µE (103)
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E は Green-Lagrangeひずみテンソルである。λ、µは Lameの定数である。

tr(E) = tr(Ej
iG

i ⊗Gj)

= Ej
iG

i ·Gj

= Ej
i δ

i
j

= Ei
i

= Gp · (EijG
i ⊗Gj) ·Gp

= Eij(G
p ·Gi)(Gj ·Gp)

= EijG
piδjp

= EijG
ij (104)

Sgh = Gg · S ·Gh

= λtr(E)Gg ·Gh + 2µGg ·E ·Gh

((104)式を用いた)

= λ(EijG
ij)Ggh + 2µGg · (EijG

i ⊗Gj) ·Gh

= λ(EijG
ij)Ggh + 2µ(EijG

giGjh)

= CghijEij (105)

Cghij = λGijGgh + 2µGigGjh (106)

6 運動エネルギーと質量マトリクス (動的解析)

(23)、(24)式の変位 uI、uII は次のように書ける。

uI = bIU (107)

U =
[
U1T U2T U3T

]T
(108)

Uk =
[
uk αk βk θzk

]
(109)

bI =
[
b1I b2I b3I

]
(110)

bkI =
[
buk

I bαk

I bβk

I 0
]

(111)

=

(buk

I )x (bαk

I )x (bβk

I )x
(buk

I )y (bαk

I )y (bβk

I )y
(buk

I )z (bαk

I )z (bβk

I )z

 (112)

buk

I = Nked (d = x, y, z) (113)

bαk

I = −
r3

2
NkhkV

t
2k (114)

bβk

I =
r3

2
NkhkV

t
1k (115)
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uII = UT bIIU (116)

bII =

b11II 0 0
0 b22II 0
0 0 b33II

 (117)

bkkII =
[
0 bαkαk

II bβkβk

II 0
]

(118)

bαkαk

II = −
r3

4
NkhkV

t
nk (119)

bβkβk

II = −
r3

4
NkhkV

t
nk (120)

運動エネルギーは、

T =
1

2

∫
V0

ρ
.
u · .udV0

=
1

2

∫
V0

ρ(
.
uI +

.
uII) · (

.
uI +

.
uII)dV0

=
1

2

∫
V0

(
.
uI ·

.
uI +

.
uI ·

.
uII +

.
uII ·

.
uI +

.
uII ·

.
uII)dV0 (121)

.
uII が無視できるとすると線形となり、

T ≃
1

2

∫
V0

ρ
.
uI ·

.
uIdV0

=
1

2

.
UT

∫
V0

ρbTI bIdV0

.
U

=
1

2

.
UM

.
U (122)

M =

∫
V0

ρbTI bIdV0 (123)

M は質量マトリクスである。

Hamiltonの原理より運動方程式は、

M
..
U + K̂U = F t+∆t − Q̂ (124)

7 まとめ

幾何学的非線形、特に有限回転を考慮した Total Lagrange法によるMITC3シェル要素の定式化を行った。

幾何学的非線形モデルの例として St.Venant-Kirchhoffモデルを用いた。
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