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1 はじめに

板・シェル要素に用いられるMixed Interpolation of Tensorial Components(MITC)定式化は、degenerated

シェル要素において面外せん断ひずみに関して assumed strainと呼ばれる補間を行ったもので、shear locking

を回避することができる。

本書ではMITC3要素 (3節点三角形要素)を扱い、ひずみは線形とする。

2 degeneratedシェル要素

中立面 (mid-surface)の節点座標はグローバル直角座標 xi、基底 ei、(i = 1, 2, 3)すなわち (i = x, y, z)に

よって表される。

ディレクターベクトル (director vectors)Vni が中立面の節点上に定義される。

シェルの局所座標を ri(r1 = r, r2 = s, r3 = t)とする。

面積座標を Li(i = 1, 2, 3)とすると中立面の局所座標 r1、r2 は、

r1 = L2

r2 = L3

中立面の補間関数 Ni は、

N1 = 1− L2 − L3 = 1− r1 − r2 (1)

N2 = L2 = r1 (2)

N3 = L3 = r2 (3)

ディレクターベクトルは、

Vnk =
xtop k − xbottom k

|xtop k − xbottom k|
=

xtop k − xbottom k

hk
(4)

hk は板の厚さである。また、|Vnk| = 1

シェル内部の位置ベクトルは、
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図 1 degeneratedシェル要素

x(r1, r2, r3) =
1

2
(1 + r3)Nkxtop k +

1

2
(1− r3)Nkxbottom k

=
1

2
Nk(xtop k + xbottom k) +

1

2
r3Nk(xtop k − xbottom k)

= Nkxk +
r3

2
NkhkVnk (5)
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変形に関する次の 2つの仮定を行う。

(a) ディレクターベクトルは変形後も直線となるとする。

(b) 厚さは変形前後で一定であるとする。

ディレクターに垂直なベクトル V1k、V2k を定義する。

e2 × Vnk ̸= 0のとき、

V1k =
e2 × Vnk

|e2 × Vnk|
(6)

V2k = Vnk × V1k (7)

e2 × Vnk = 0のとき、

V1k = e3 (8)

V2k = e1 (9)

変位を求める。

u = xt+∆t − xt

= Nkx
t+∆t
k +

r3

2
NkhkV

t+∆t
nk −

(
Nkx

t
k +

r3

2
NkhkV

t
nk

)

= Nk(x
t+∆t
k − xt

k) +
r3

2
Nkhk(V

t+∆t
nk − V t

nk)

= Nkuk +
r3

2
Nkhk(−V t

2kαk + V t
1kβk) (10)
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図 2 ディレクターの回転
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共変ひずみ成分 (covariant strain components)の線形項は、

eij =
1

2
(gi · u,j + gj · u,i) (11)

gi =
∂x

∂ri
(12)

u,i =
∂u

∂ri
(13)

i, j は r1, r2, r3 すなわち r, s, tに対応する。

gi は共変基底ベクトル (covariant basis vectors)であり、次のように計算できる。

gi =
∂x

∂ri

=
∂

∂ri

(
Nkxk +

r3

2
NkhkVnk

)

=
∂Nk

∂ri
xk +

r3

2

∂Nk

∂ri
hkVnk +

1

2
δi3NkhkVnk (14)

u,i は次のように計算できる。

u,i =
∂u

∂ri

=
∂Nk

∂ri
uk +

r3

2

∂Nk

∂ri
hk(−V2kαk + V1kβk) +

1

2
δi3Nkhk(−V2kαk + V1kβk)

=
∂Nk

∂ri
uk +

(
−
r3

2

∂Nk

∂ri
hkV2k −

1

2
δi3NkhkV2k

)
αk +

(
r3

2

∂Nk

∂ri
hkV1k +

1

2
δi3NkhkV1k

)
βk (15)

形状関数の微分は、

5



∂N1

∂r1
=

∂

∂r1
(1− r1 − r2) = −1

∂N1

∂r2
=

∂

∂r2
(1− r1 − r2) = −1

∂N1

∂r3
= 0

∂N2

∂r1
=

∂

∂r1
(r1) = 1

∂N2

∂r2
=

∂

∂r1
(r2) = 0

∂N2

∂r3
= 0

∂N3

∂r1
=

∂

∂r2
(r1) = 0

∂N3

∂r2
=

∂

∂r2
(r2) = 1

∂N3

∂r3
= 0 (16)

u,i を節点値ベクトル U を用いて次のように表す。

u,i = aiU (17)

U =
[
U1T U2T U3T

]T
(18)

Uk =
[
uk αk βk θzk

]T
(19)

uk = udked (d = x, y, z) (20)

=
[
uxk uyk uzk

]
(21)

ai =
[
a1
i a2

i a3
i

]
(22)

ak
i =

[
auk
i aαk

i aβk

i 0
]

(23)

auk
i =

∂Nk

∂ri
ed (24)

aαk
i = −

r3

2

∂Nk

∂ri
hkV2k −

1

2
δi3NkhkV2k (25)

aβk

i =
r3

2

∂Nk

∂ri
hkV1k +

1

2
δi3NkhkV1k (26)

(14)式、(17)式を (11)に代入すると、
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emn =
1

2
(gm · u,n + gn · u,m)

=
1

2
(gm · anU + gn · amU)

=
1

2
(gm · an + gn · am)U

= bmnU (27)

bmn =
1

2
(gm · an + gn · am) (28)

ローカル座標系の基底ベクトル li を定義する。

l3 =
g3

|g3|
(29)

l1 =
g2 × l3

|g2 × l3|
(30)

l2 = l3 × l1 (31)

反変基底ベクトル (contravariant basis vectors)gj は次式で定義される。

gi · gj = δji (32)

g1 =
g2 × g3

g1 · (g2 × g3)
(33)

g2 =
g3 × g1

g2 · (g3 × g1)
(34)

g3 =
g1 × g2

g3 · (g1 × g2)
(35)

ひずみの共変成分をローカル座標系 (l1,l2,l3)の成分に変換する。

e = emn(g
m ⊗ gn) = ϵij(li ⊗ lj) (36)

ϵij = lielj

= emn(li · gm)(lj · gn)

= bmnU(li · gm)(lj · gn)

= BijU (37)

Bij = (li · gm)(lj · gn)bmn (38)

ひずみテンソルをベクトル表記する。

ϵ =
[
ϵ11 ϵ22 2ϵ12 2ϵ13 2ϵ23

]T
(39)

とすると、
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ϵ = BU (40)

B =


B11

B22

2B12

2B13

2B23

 (41)

3 MITC3要素

MITC(Mixed Interpolation of Tensorial Components)定式化では、共変面内ひずみ (covariant in-plane

strain)成分は eij から直接計算するが、共変横断面せん断ひずみ (covariant transverse shear strain)場は新

たな補間を用いる。

三角形要素の辺に沿って共変横断面せん断ひずみ成分は一定であると仮定すると、次の”assumed covariant

transverse shear strain”êrt, êst の補間関数が得られる。

êrt = e
(1)
rt + cs (42)

êst = e
(2)
st − cr (43)

c = (e
(3)
rt − e

(1)
rt )− (e

(3)
st − e

(2)
st ) (44)

e
(k)
ij は次のサンプリング点 (sampling points or tying points)において eij を計算した値である。

(r, s, t)(1) =

(
1

2
, 0, 0

)

(r, s, t)(2) =

(
0,

1

2
, 0

)

(r, s, t)(3) =

(
1

2
,
1

2
, 0

)
(45)
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図 3 MITC3要素の assumed共変横断面せん断ひずみ
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上式の導出の概要は次の通り:

次のように 1次多項式で表す。

êrt = a1 + b1r + c1s

êst = a2 + b2r + c2s

êqt =
1
√
2
(êst − êrt) (46)

ここで、

êrt(0, 0) = e
(1)
rt êrt(1, 0) = e

(1)
rt

êst(0, 0) = e
(2)
st êst(0, 1) = e

(2)
st

êqt(1, 0) = e
(3)
qt êqt(0, 1) = e

(3)
qt

ê
(3)
qt =

1
√
2
(e

(3)
st − e

(3)
rt ) (47)

の条件を課すと多項式の係数が求められる。

assumed共変横断面せん断ひずみ成分を節点値ベクトルを用いて表す。

êrt = b
(1)
13 U + cs (48)

êst = b
(2)
23 U − cr (49)

c = (b
(3)
13 U − b

(1)
13 U)− (b

(3)
23 U − b

(2)
23 U) (50)

(11)式、すなわち (27)式の emn の ert, est の成分を上式 (48)式、(49)式で置き換えると、

êmn = b̂mnU (51)

となる。

これをローカル直角座標系 (l1, l2, l3)に変換すると、

ϵ̂ij = B̂ijU (52)

これをベクトル表記すると、

ϵ̂ =
[
ϵ̂11 ϵ̂22 2ϵ̂12 2ϵ̂13 2ϵ̂23

]
(53)

ϵ̂ = B̂U (54)

面内ひずみと断面せん断ひずみに分離して表記すると、

ϵ̂b =

 ϵ̂11
ϵ̂22
2ϵ̂12

 = B̂bU (55)

γ̂ =

[
2ϵ̂13
2ϵ̂23

]
= B̂sU (56)

平面応力場 (σz = 0)の場合の構成則は、

10



σ̂b = Cbϵ̂b (57)

τ̂s = kCsγ̂ (58)

Cb =
E

1− ν2


1 ν 0
ν 1 0

0 0
1

2
(1− ν)

 (59)

Cs =
E

2(1 + ν)

[
1 0
0 1

]
=

[
G 0
0 G

]
(60)

E は Young率、ν は Poisson比である。k はせん断補正係数であるが、文献によれば k = 1でよい。

4 ひずみエネルギーと剛性マトリクス

共変横断面せん断ひずみを再定義したひずみや応力を用いるとひずみエネルギーは、

Π =
1

2

∫ h
2

−h
2

∫
A

σ̂T
b ϵ̂bdzdA+

1

2

∫ h
2

−h
2

∫
A

τ̂T
s γ̂dzdA

=
1

2

∫ h
2

−h
2

∫
A

ϵ̂Tb Cbϵ̂bdzdA+
1

2

∫ h
2

−h
2

∫
A

kγ̂TCsγ̂dzdA

=
1

2

∫ h
2

−h
2

∫
A

UT B̂T
b CbB̂bUdzdA+

1

2

∫ h
2

−h
2

∫
A

UT kB̂T
s CsB̂sUdzdA

=
1

2
UTKU (61)

K =
1

2

∫ h
2

−h
2

∫
A

B̂T
b CbB̂b + kB̂T

s CsB̂sdzdA (62)

K は剛性マトリクスである。

dAは r1, r2、dz は r3 に関する積分を行う。

上式の定式化で θz に対応する成分はすべて 0 であるので、θz に対応する対角成分として次の値を用いる。

(fictitious stiffness value)

fp = 10−3 max(Kp
ii) (63)

Kp は節点 pに関する成分を抽出した小行列ある。

5 グローバル座標への変換

uk はグローバル座標系の成分なので変換は必要ない。

αk、βk はローカルの回転角なのでグローバル座標系に変換する。

11



Ul = TUg (64)

T3 =

l1 m1 n1

l2 m2 n2

l3 m3 n3

 (65)

l1 = cos(V1k, x), m1 = cos(V1k, y), n1 = cos(V1k, z) (66)

l2 = cos(V2k, x), m2 = cos(V2k, y), n2 = cos(V2k, z) (67)

l3 = cos(Vnk, x), m3 = cos(Vnk, y), n3 = cos(Vnk, z) (68)

cos(a, b) = a · eb (69)

T3 =

(V1k)x (V1k)y (V1k)z
(V2k)x (V2k)y (V2k)z
(Vnk)x (Vnk)y (Vnk)z

 =

V T
1k

V T
2k

V T
nk

 (70)

Tp =

[
I 0
0 T3

]
(71)

T =

Tp

Tp

Tp

 (72)

変換マトリクス T を用いるとグローバル剛性マトリクスは、

Kg = T TKlT (73)

であり、剛性方程式は、

KgU = Fg (74)

6 運動エネルギーと質量マトリクス (動的解析)

(10)式の変位 uは次のように書ける。

u = bU (75)

U =
[
U1T U2T U3T

]T
(76)

Uk =
[
uk αk βk θzk

]
(77)

b =
[
b1 b2 b3

]
(78)

bk =
[
buk bαk bβk 0

]
(79)

buk = Nked (d = x, y, z) (80)

bαk = −
r3

2
NkhkV2k (81)

bβk =
r3

2
NkhkV1k (82)

また、

bk =

(buk)x (bαk)x (bβk)x
(buk)y (bαk)y (bβk)y
(buk)z (bαk)z (bβk)z

 (83)
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である。

運動エネルギーは、

T =
1

2

∫
V

ρ
.
u · .udV

=
1

2

.
UT

∫
V

ρbT bdV
.
U

=
1

2

.
UM

.
U (84)

M =

∫
V

ρbT bdV (85)

M は質量マトリクスである。

グローバル座標系へ変換すると、

Mg = T TMlT (86)

Hamiltonの原理より運動方程式は、

Mg

..
U +KgU = Fg (87)

7 まとめ

板の曲げを解析するためにMixed Interpolation of Tensorial Components(MITC)の定式化を行った。

本書で用いた要素は三角形要素 (MITC3要素)で、線形ひずみを仮定した。
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