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1 はじめに

乱流 (turbulence)を伴う流体の支配方程式として RANS(Reynolds Averaged Navier Stokes)方程式があ

る。

RANSに付随する乱流モデルには各種存在するが、本書では標準 k − ϵモデル、RNG k − ϵモデルを扱う。

2 RANS方程式と標準 k − ϵモデル

u: 速度、P を圧力とする。質量の方程式は、

∇ · (ρu) = 0 (1)

運動方程式、すなわち RANS方程式は標準 k − ϵモデルでは

∂(ρu)

∂t
+∇ · (ρuu) = −∇P +∇ ·

{
(µ+ µt)(∇u+∇uT )

}
−∇ ·

(
2

3
ρκI

)
(2)

ここに κ: 乱流運動エネルギー (turbulent kinetic energy)、ϵ: 消散率 (dissipation of turbulent energy)であ

り、次式を満たす。

∂(ρκ)

∂t
+∇ · (ρuκ) = ∇ ·

(
µt

σκ
∇κ

)
+Gκ − ρϵ (3)

∂(ρϵ)

∂t
+∇ · (ρuϵ) = ∇ ·

(
µt

σϵ
∇ϵ

)
+

ϵ

κ
(C1ϵGκ − C2ϵρϵ) (4)

C1ϵ = 1.44, C2ϵ = 1.92

σκ = 1.00, σϵ = 1.3

Gκ = 2µtS
2
ij (5)

Sij =
1

2

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
(6)
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µt: 渦粘性係数 (eddy viscosity)

µt = ρCµ

κ2

ϵ
(7)

Cµ = 0.09

3 標準 k − ϵモデルの支配方程式の成分表示

(1)式の成分表示:

ρ
∂uk

∂xk
= 0 (8)

(2)式の成分表示:

∇ · (ρuu) = ρ
∂

∂xk
(uiuk)ei ≃ ρuk

∂ui

∂xk
ei (9)

と近似すると、

ρ
∂ui

∂t
+ ρuk

∂ui

∂xk
= −

∂P

∂xi
+ (µ+ µt)

(
∂2uk

∂xk∂xi
+

∂2ui

∂x2
k

)
−

2

3
ρ
∂κ

∂xi
(10)

(3)式の成分表示:

∇ · (ρuκ) = ρ
∂

∂xk
(ukκ) ≃ ρuk

∂κ

∂xk
(11)

と近似すると、

ρ
∂κ

∂t
+ ρuk

∂κ

∂xk
=

µt

σκ

∂2κ

∂x2
k

+Gκ − ρϵ (12)

(4)式の成分表示:

∇ · (ρuϵ) = ρ
∂

∂xk
(ukϵ) ≃ ρuk

∂ϵ

∂xk
(13)

と近似すると、

ρ
∂ϵ

∂t
+ ρuk

∂ϵ

∂xk
=

µt

σϵ

∂2ϵ

∂x2
k

+
ϵ

κ
(C1ϵGκ − C2ϵρϵ) (14)
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4 標準 k − ϵモデルの弱形式

(1)式にガラーキン法を適用すると、

∫
V

δP
∂uk

∂xk
dV = 0 (15)

(2)式にガラーキン法を適用すると、

∫
V

δuiρ
∂ui

∂t
+ δuiρuk

∂ui

∂xk
−

∂δui

∂xi
P + (µ+ µt)

∂δui

∂xk

∂uk

∂ui
+ (µ+ µt)

∂δui

∂xk

∂ui

∂xk

+δui

2

3
ρ
∂κ

∂xi
dV = 0 (16)

(3)式にガラーキン法を適用すると、

∫
V

ρδκ
∂κ

∂t
+ ρδκuk

∂κ

∂xk
+

µt

σκ

∂δκ

∂xk

∂κ

∂xk
− δκGκ + ρδκϵdV = 0 (17)

(4)式にガラーキン法を適用すると、

∫
V

ρδϵ
∂ϵ

∂t
+ ρδϵuk

∂ϵ

∂xk
+

µt

σϵ

∂δϵ

∂xk

∂ϵ

∂xk
− δϵ

ϵ

κ
(C1ϵGκ − C2ϵρϵ)dV = 0 (18)

5 標準 k − ϵモデルの離散化方程式

(1)式、(2)式の離散化：離散化したときの uの節点番号を a,bとし、uの成分を i,jとする。離散化したと

きの P の節点番号を c,dとする。補間関数を使うと、

uj = N bub
j (19)

P = MdP d (20)

(2)式を離散化すると、

M
.
u+K1u+K2P +K3u+K4u+ f = 0 (21)

Mab
ij =

∫
V

ρNaN bδijdV (22)

Kab
1 =

∫
V

Naρuk

∂N b

∂xk
δijdV (23)

Kad
2i = −

∫
V

∂Na

∂xi
MddV (24)

Kab
3ij =

∫
V

(µ+ µt)
∂Na

∂xj

∂N b

∂xi
dV (25)

Kab
4ij =

∫
V

(µ+ µt)
∂Na

∂xk

∂N b

∂xk
δijdV (26)

fi =

∫
V

Na 2

3
ρ
∂κ

∂xi
dV (27)
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(1)式を離散化すると、

Ku = 0 (28)

Kcb
j =

∫
V

M c ∂N
b

∂xj
dV (29)

(3)式、(4)式の離散化：離散化したときの κの節点番号を a,bとする。離散化したときの ϵの節点番号を c,d

とする。補間関数を使うと、

κ = N bκb (30)

ϵ = Mdϵd (31)

補助変数

γ =
ϵ

κ
(32)

を導入すると、κと ϵを分離した方程式ができる。

(3)式を離散化すると、

M
.
κ+K1κ+K2κ+K3κ+ f = 0 (33)

Mab =

∫
V

ρNaN bdV (34)

Kab
1 =

∫
V

ρNauk

∂N b

∂xk
dV (35)

kab
2 =

∫
V

µt

σκ

∂Na

∂xk

∂N b

∂xk
dV (36)

Kab
3 =

∫
V

ργNaN bdV (37)

f = −
∫
V

NaGκdV (38)

(4)を離散化すると、

M
.
ϵ+K1ϵ+K2ϵ+K3ϵ+ f = 0 (39)

M cd =

∫
V

ρM cMddV (40)

Kcd
1 =

∫
V

ρM cuk

∂Md

∂xk
dV (41)

Kcd
2 =

∫
V

µt

σϵ

∂M c

∂xk

∂Md

∂xk
dV (42)

Kcd
3 = −

∫
V

M cγ(−C2ϵρM
d)dV (43)

f = −
∫
V

M cγC1ϵGκdV (44)
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6 RNG k − ϵ

∂(ρκ)

∂t
+∇ · (ρκu) = ∇ · (ακµeff∇κ) +Gκ − ρϵ (45)

∂(ρϵ)

∂t
+∇ · (ρϵu) = ∇ · (αϵµeff∇ϵ) + C1ϵ

ϵ

κ
Gκ − C2ϵρ

ϵ2

κ

−
η(1− η/η0)

1 + βη3
ϵ

κ
Gκ (46)

µeff = µ+ µt (47)

µt = ρCµ

κ2

ϵ
(48)

(49)

Cµ = 0.0845

ακ = αϵ = 1.39

C1ϵ = 1.42, C2ϵ = 1.68

Gκ = 2µtS
2
ij (50)

η =
κ

ϵ

√
2S2

ij (51)

η0 = 4.377, β = 0.012

7 境界条件

inflow Γin:

u = g (52)

κ = Cbc|u|2 (53)

Cbc : [0.003, 0.01]

ϵ = Cµ

κ3/2

l0
(54)

l0 : [lmin, lmax]

lmin渦の最小サイズ

outflow Γout:

全ての変数の法線方向傾斜は 0。自然境界条件。

n · (∇u+∇uT ) = 0 (55)

n · ∇κ = 0 (56)

n · ∇ϵ = 0 (57)
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solid wall:

乱流場では法線方向速度のみ 0を指定する。接線方向の滑り (tangential slip)は許す。

n · u = 0 (58)

8 まとめ

標準 k − ϵモデル、RNG k − ϵモデルを用いて乱流場の定式化を行った。
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