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1 はじめに

時間領域有限要素法 (TDFEM) の完全整合層 (Perfectly Matched Layers, PML) としては、Jiao-Jin-

Michielssen-Riley が導出したものがある。Jiao-Jin-Michielssen-Riley は Maxwell の方程式の波動方程式に

対する PML定式化を行っている (「Perfectly Matched Layers (PML) for Time Domain FEM」を参照)。

彼らは 3次元問題として定式化しているが、1方向 PMLについても結果が記されている。

本書では Lamb wave弾性波導波路 (elastic waveguides)について Jiao-Jin-Michielssen-Rileyの定式化と等

価な 2次元の PMLの定式化を行う。

解きたい導波路が x方向のみからなるので、x方向 PMLのみを定式化する。

(必要ならば x方向 PML、y方向 PML、x,y両方向 PMLの 3つの PMLを別々に定式化する必要がある)
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図 1 PML
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2 周波数領域 FEMの PML

Perfectly Matched Layers(PML)領域の支配方程式は、complex coordinate stretchを使って導く。

complex coordinate stretchは、次の座標置き換えである。

∂

∂x
→

1

sx

∂

∂x

∂

∂y
→

1

sy

∂
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(1)

(2)

ejωt の正弦波を考えていることに注意すると (tの符号に注意)、complex stretch function si (i = 1, 2は x,y

に対応)は、

si(xi) = Ai(xi)

[
1− j

Di(xi)

ω

]
(3)

ここに、

Di ≥ 0: damping factor、PML内部の伝搬波を減衰させる。

Ai > 0: scaling factor、Ai > 1のとき stretching、0 < Ai < 1のとき compressing

PMLでない解析領域では、Di = 0, Ai = 1

Ai(xi) = 1 (内部領域)

= 1 + (Ai0 − 1)

(
xi

δ

)n

(PML内) (4)

Di(xi) = 0 (内部領域)

= Di0

(
xi

δ

)n

(PML内) (5)

δ: PML厚さ (PML thickness)

xi: PML開始位置からの距離

n: PML次数

Ai0: scaling factor最大値

Di0: damping factor最大値

Di0 =
Vmax(n+ 1)

2δ
log

(
1

R

)
(6)

Vmax: 波の最高スピード (highest wave speed), Vmax として、P波の速度、

Vp =

√
λ+ 2µ

ρ
(7)

を採用する。

R: PMLの終端の反射係数
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計算では、n = 2を用いた。

complex coordinate stretchを行った Lamb waveの周波数領域支配方程式 (応力 σ を用いた波動方程式)は、

sy
∂σxx

∂x
+ sx

∂σxy

∂y
+ sxsyρω

2ux = 0 (8)

sx
∂σyy

∂y
+ sy

∂σyx

∂x
+ sxsyρω

2uy = 0 (9)

ただし、両辺を sxsy 倍していることに注意。

応力テンソル σ は周波数領域では次式となる。

σxx = (λ+ 2µ)
1

sx

∂ux

∂x
+ λ

1

sy

∂uy

∂y
(10)

σxy = σyx = µ
1

sx

∂uy

∂x
+ µ

1
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∂ux

∂y
(11)

σyy = (λ+ 2µ)
1
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∂uy

∂y
+ λ

1
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∂x
(12)

(8)式、(9)式に対応する周波数領域の弱形式は、
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∫
S

{N}σxndS (13)∫
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sx

sy

∂{N}
∂y

∂uy

∂y
+ λ

∂{N}
∂y

∂ux

∂x

µ
sy

sx

∂{N}
∂x

∂uy

∂x
+ µ
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∂x

∂ux

∂y

−sxsyρω2{N}uydV =

∫
S

{N}σyndS (14)

σdn = nxsyσdx + nysxσdy (d = x, y) (15)
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3 時間領域 FEMの PML – X方向 PML

X方向 PMLのときの周波数領域の弱形式は sy = 1とおいて、

∫
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∫
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{N}σxndS (16)∫
V

(λ+ 2µ)sx
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∂y

∂uy

∂y
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∂y

∂ux
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1
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∫
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●
1

sx
u

1

sx
u =

1

Ax

(
1 +

Dx

jω

)u

=
1

Ax

1−
1

1 + jω
1

Dx

u (18)

変換公式
1

1 + jωX
↔

1

X
e−

t
X u(t) (19)

1 ↔ δ(t) (20)

を使用すると
1

sx
u⇒

1

Ax

(
δ(t)−Dxe

−Dxtu(t)
)
★ u(t) (21)

ここで、u(t): uint step function、★: temporal convolutionである。

または、
1

sx
u⇒

1

Ax
(u− ψx) (22)

ψx = Dxe
−Dxtu(t)★ u(t) (23)

● sxu

sxu = Ax

(
1 +

Dx

jω

)
u (24)

⇒ Ax

(
u+Dx

∫
udt

)
(25)
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または、

sxu⇒ Ax (u+ wx) (26)

wx = Dx

∫
udt

→
∂wx

∂t
= Dxu (27)

● −ω2sxu

−ω2sxu = −ω2Ax

(
1 +

Dx

jω

)
u

= Ax

(
−ω2u+ jωDxu

)
(28)

⇒ Ax (
..
u+Dx

.
u) (29)

以上から (16)式、(17)式に対応する時間領域の弱形式は、

∫
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∂x
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∂x

∂uy

∂y
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∂y
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∂x
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∂ux

∂y
+
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∂y

)

+ρ{N}Ax (
..
ux +Dx

.
ux) dV =

∫
S

{N}σxndS (30)

ψxx = Dxe
−Dxtu(t)★ ux(t) (31)

wxx = Dx

∫
uxdt

→
∂wxx

∂t
= Dxux (32)∫

V
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(
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∂y
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∂y

)
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∂x

1
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∂uy
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∂y

+ρ{N}Ax (
..
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.
uy) dV =

∫
S
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ψyx = Dxe
−Dxtu(t)★ uy(t) (34)

wyx = Dx

∫
uydt

→
∂wyx

∂t
= Dxuy (35)
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[K1
x]{ux} − [K1

x]{ψxx}+ [K1
xy]{uy}

+[K1
y ]{ux}+ [K1

y ]{wxx}
+[M1

1 ]{
..
ux}+ [M1

2 ]{
.
ux} = 0 (36)

[K1
x] =

∫
V

(λ+ 2µ)
∂{N}
∂x

1

Ax

∂{N}T

∂x
dV (37)

[K1
xy] =
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V

λ
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∂x

∂{N}T

∂y
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∂y

∂{N}T

∂x
dV (38)

[K1
y ] =

∫
V

λ
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Ax

∂{N}T

∂y
dV (39)

[M1
1 ] =

∫
V

ρ{N}Ax{N}T dV (40)

[M1
2 ] =

∫
V

ρ{N}AxDx{N}T dV (41)

[K2
y ]{uy}+ [K2

y ]{wyx}+ [K2
xy]{ux}

+[K2
x]{uy} − [K2

x]{ψyx}
+[M2

1 ]{
..
uy}+ [M2

2 ]{
.
uy} = 0 (42)

[K2
y ] =

∫
V

(λ+ 2µ)
∂{N}
∂y

Ax

∂{N}T

∂y
dV (43)

[K2
xy] =

∫
V

λ
∂{N}
∂y

∂{N}T

∂x
+ µ

∂{N}
∂x

∂{N}T

∂y
dV (44)

[K2
x] =

∫
V

µ
∂{N}
∂x

1

Ax

∂{N}T

∂x
dV (45)

[M2
1 ] =

∫
V

ρ{N}Ax{N}T dV (46)

[M2
2 ] =

∫
V

ρ{N}AxDx{N}T dV (47)

4 ψdξ と wdξ の計算方法

定式化には u以外に ψdξ と wdξ が現れるが、以下の関係式を使って逐次更新する。

∆tは時間刻み幅、n+ 1はこれから解こうとしている時刻でその値は未知、n、n− 1はすでに計算した時刻

でその値は既知である。

ψdξ と wdξ のどちらも漸化式を使えば 2つ前の値を使って 1つ前の値を求めることができる。

ψdξ と wdξ は隣接する要素間で不連続であるため、要素毎に要素内節点値を計算する必要がある。

● ψdξ

ψdξ = Dξe
−Dξtu(t)★ ud(t) (48)
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次の関係式が導ける。

ψn
dξ = e−Dξ∆tψn−1

dξ +
(
1− e−Dξ∆t

)
und (49)

● wdξ

∂wdξ

∂t
= Dξud (50)

次の関係式が導ける。

wn
dξ = wn−1

dξ +Dξ∆t u
n
d (51)

5 Newmark β 法

(36)式と (42)式を連立すると、次のように書ける。

M
..
ut+∆t +C

.
ut+∆t +Kut+∆t = F t+∆t (52)

上式に Newmark β 法を適用すると、

(
1

β∆t2
M +

γ

β∆t
C +K

)
ut+∆t

= F t+∆t +M

[
1

β∆t2
ut +

1

β∆t
.
ut +

(
1

2β
− 1

)
..
ut

]

+C

[
γ

β∆t
ut +

(
γ

β
− 1

)
.
ut +

(
γ

2β
− 1

)
∆t

..
ut

]
(53)

ただし、

u =

[
{ux}
{uy}

]
(54)

である。

なお、γ =
1

2
, β =

1

4
を用いた。

応力 σ の算出は、(10)式–(12)式の周波数両機の式を時間領域に変換した式が必要となる。

時間領域の応力の式は PML領域では sx, sy を含むため convolutionが現れることとなる。

内部領域 (物理領域)のみの応力だけ必要なら sx = 1, sy = 1なので、その時刻の uだけで計算可能である。

6 まとめ

Lamb wave弾性波導波路の時間領域 FEMの PML定式化を行った。

PMLの定式化にはバリエーションがあるが、Jiao-Jin-Michielssen-Rileyの PML定式化を用いた。
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