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1 はじめに

弾性波プレート導波路 (2 次元) の不連続問題（discontinuity problem, transmission problem 伝達問題,

scattering problem 散乱問題）について PML(Perfectly Matched Layers, 完全整合層)を用いた周波数領域

FEM定式化を行う。

2 弾性波プレート導波路 (elastic plate waveguides), Lame waveの不連続問

題の問題設定

x軸に関して上下対称とし、対称面を mid-planeと呼ぶことにする。2ポート不連続問題を考え、ポートは

±x方向半無限導波路に接続されている問題を解きたい。

そこで、ポートは PMLを用いて終端する。

入射波の励振面 (入射面、incident-plane)を内部領域に設ける。

導波路内部を Ω、導波路の外部を Ωex としたとき、∂Ω(Ωの境界)上では、

Ωex:真空とすると、

σn = 0 (stress free surface) (1)

n =eyのとき、 σxy = 0, σyy = 0 (2)

mid-planeでは、

uy = 0, σxy = 0 (3)
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図 1 導波路不連続問題
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3 Lamb waveの支配方程式

Lamb waveの支配方程式 (応力 σ を用いた波動方程式)は、

∂σxx

∂x
+

∂σxy

∂y
+ ρω2ux = 0 (4)

∂σyy

∂y
+

∂σyx

∂x
+ ρω2uy = 0 (5)

応力テンソル σ は、

σxx = (λ+ 2µ)
∂ux

∂x
+ λ

∂uy

∂y
(6)

σxy = σyx = µ
∂uy

∂x
+ µ

∂ux

∂y
(7)

σyy = (λ+ 2µ)
∂uy

∂y
+ λ

∂ux

∂x
(8)

4 Perfectly Matched Layers(PML)

Perfectly Matched Layers(PML)領域の支配方程式は、complex coordinate stretchを使って導く。

complex coordinate stretchは、次の座標置き換えである。

∂

∂x
→

1

sx

∂

∂x

∂

∂y
→

1

sy

∂

∂y
(9)

(10)

ejωt の正弦波を考えていることに注意すると (tの符号に注意)、complex stretch function si (i = 1, 2は x,y

に対応)は、

si(xi) = Ai(xi)

[
1− j

Di(xi)

ω

]
(11)

ここに、

Di ≥ 0: damping factor、PML内部の伝搬波を減衰させる。

Ai > 0: scaling factor、Ai > 1のとき stretching、0 < Ai < 1のとき compressing

PMLでない解析領域では、Di = 0, Ai = 1

Ai(xi) = 1 (内部領域)

= 1 + (Ai0 − 1)

(
xi

δ

)n

(PML内) (12)
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Di(xi) = 0 (内部領域)

= Di0

(
xi

δ

)n

(PML内) (13)

δ: PML厚さ (PML thickness)

xi: PML開始位置からの距離

n: PML次数

Ai0: scaling factor最大値

Di0: damping factor最大値

Di0 =
Vmax(n+ 1)

2δ
log

(
1

R

)
(14)

Vmax: 波の最高スピード (highest wave speed), Vmax として、P波の速度、

Vp =

√
λ+ 2µ

ρ
(15)

を採用する。

R: PMLの終端の反射係数

計算では、n = 2, R = 10−8 を用いた。

Ai0 は Ai0 = 1で計算し、安定しない場合は Ai0 = 4などを試した。

complex coordinate stretchを行った Lamb waveの支配方程式 (応力 σ を用いた波動方程式)は、

sy
∂σxx

∂x
+ sx

∂σxy

∂y
+ sxsyρω

2ux = 0 (16)

sx
∂σyy

∂y
+ sy

∂σyx

∂x
+ sxsyρω

2uy = 0 (17)

ただし、両辺を sxsy 倍していることに注意。

応力テンソル σ は、

σxx = (λ+ 2µ)
1

sx

∂ux

∂x
+ λ

1

sy

∂uy

∂y
(18)

σxy = σyx = µ
1

sx

∂uy

∂x
+ µ

1

sy

∂ux

∂y
(19)

σyy = (λ+ 2µ)
1

sy

∂uy

∂y
+ λ

1

sx

∂ux

∂x
(20)

応力 σ を用いた波動方程式の弱形式を求める。

(16)式、(17)式にそれぞれ δux、δuy を掛けて積分する。
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∫
V

δux

[
sy

∂σxx

∂x
+ sx

∂σxy

∂y
+ sxsyρω

2ux

]
+ δuy

[
sx

∂σyy

∂y
+ sy

∂σyx

∂x
+ sxsyρω

2uy

]
dV = 0 (21)

ここで、

δuxsy
∂σxx

∂x
+ δuysx

∂σyy

∂y
= δulsm

∂σll

∂xl
(m = l + 1)

= sm
∂

∂xl
(δulσll)− sm

∂δul

∂xl
σll

= ∇ · sm
[
(δulσll)el

]
− sy

∂δux

∂x
σxx − sx

∂δuy

∂y
σyy (22)

δuxsx
∂σxy

∂y
+ δuysy

∂σyx

∂x
= δulsl

∂σlm

∂xm
(m = l + 1)

= sl
∂

∂xm
(δulσlm)− sl

∂δul

∂xm
σlm

= ∇ · sl
[
(δul)σlm)em

]
− sx

∂δux

∂y
σxy − sy

∂δuy

∂x
σyx (23)

これらを (21)式に適用すると、次の弱形式を得る。

∫
V

sy
∂δux

∂x
σxx + sx

∂δuy

∂y
σyy + sx

∂δux

∂y
σxy + sy

∂δuy

∂x
σyx

−sxsyρω
2δuxux − sxsyρω

2δuyuydV = 0 (24)

ただし、自然境界項を 0と置いた式である。

自然境界項は、

∫
V

−∇ · sm
[
(δulσll)el

]
−∇ · sl

[
(δulσlm)em

]
dV =

∫
S

−n ·
[
sl(δumσmm)em

]
− n

[
sl(δulσlm)em

]
dS

(Gaussの定理より)

=

∫
S

n ·
[
sl(−δumσmm − δulσlm)em

]
dS

=

∫
S

n ·
[
sy(−δuxσxx − δuyσyx)ex

sx(−δuyσyy − δuxσxy)ey

]
=

∫
S

nxsy(−δuxσxx − δuyσyx)

nysx(−δuyσyy − δuxσxy)
]

=

∫
S

δux

[
− nxsyσxx − nysxσxy

]
δuy

[
− nxsyσyx − nysxσyy

]
dS

=

∫
S

δux(−σxn) + δuy(−σyn)dS (25)

σdn = nxsyσdx + nysxσdy (26)

d = x, y
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弱形式 (24)式に σ (18)–(20)式を代入すると、

∫
V

sy
∂δux

∂x

[
(λ+ 2µ)

1

sx

∂ux

∂x
+ λ

1

sy

∂uy

∂y

]
+ sx

∂δuy

∂y

[
(λ+ 2µ)

1

sy

∂uy

∂y
+ λ

1

sx

∂ux

∂x

]

+sx
∂δux

∂y

[
µ
1

sx

∂uy

∂x
+ µ

1

sy

∂ux

∂y

]
+ sy

∂δuy

∂x

[
µ
1

sx

∂uy

∂x
+ µ

1

sy

∂ux

∂y

]
−sxsyρω

2δuxux − sxsyρω
2δuyuydV

=

∫
S

δuxσxn + δuyσyndS (27)

ただし、(25)式の自然境界項を復活させている。

いま領域を三角形要素で分割し、δux, δuy, ux, uy を次のように補間する。

δux = {N}T {δux}
δuy = {N}T {δuy} (28)

ux = {N}T {ux}
uy = {N}T {uy} (29)

(28)式、(29)式を弱形式 (27)式に代入し、{δux}, {δuy}の変分をとると、

∫
V

(λ+ 2µ)
sy

sx

∂{N}
∂x

∂{N}T

∂x
{ux}+ λ

∂{N}
∂x

∂{N}T

∂y
{uy}

+µ
∂{N}
∂y

∂{N}T

∂x
{uy}+ µ

sx

sy

∂{N}
∂y

∂{N}T

∂y
{ux}

−sxsyρω
2{N}{N}T {ux}dV =

∫
S

{N}σxndS (30)∫
V

(λ+ 2µ)
sx

sy

∂{N}
∂y

∂{N}T

∂y
{uy}+ λ

∂{N}
∂y

∂{N}T

∂x
{ux}

µ
sy

sx

∂{N}
∂x

∂{N}T

∂x
{uy}+ µ

∂{N}
∂x

∂{N}T

∂y
{ux}

−sxsyρω
2{N}{N}T {uy}dV =

∫
S

{N}σyndS (31)
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[
[Kxx] [Kxy]
[Kyx] [Kyy]

] [
{ux}
{uy}

]
− ω2

[
[Mxx] 0
0 [Myy]

] [
{ux}
{uy}

]
=

[
{Fx}
{Fy}

]
(32)

[Kxx] =

∫
V

(λ+ 2µ)
sy

sx

∂{N}
∂x

∂{N}
∂x

+ µ
sx

sy

∂{N}
∂y

∂{N}
∂y

dV (33)

[Kxy] =

∫
V

λ
∂{N}
∂x

∂{N}
∂y

+ µ
∂{N}
∂y

∂{N}
∂x

dV (34)

[Kyx] =

∫
V

λ
∂{N}
∂y

∂{N}
∂x

+ µ
∂{N}
∂x

∂{N}
∂y

dV (35)

[Kyy] =

∫
V

(λ+ 2µ)
sx

sy

∂{N}
∂y

∂{N}
∂y

+ µ
sy

sx

∂{N}
∂x

∂{N}
∂x

dV (36)

[Mxx] =

∫
V

sxsyρ{N}{N}T dV (37)

[Myy] =

∫
V

sxsyρ{N}{N}T dV (38)

{Fx} =

∫
S

{N}σxndS (39)

{Fy} =

∫
S

{N}σyndS (40)

σdn = nxsyσdx + nysxσdy

d = x, y

ポート境界が n = ex のときは、nx = 1, ny = 0。

また、入射面は内部領域より sx = sy = 1

σxn = σxx

σyn = σyx (41)
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5 Lamb waveの固有モードの算出

入射波の指定および反射、透過係数を算出する際、Lamb waveの固有モードを用いるが、これについては、

「Frequency Domain FEM Formulations for Lamb Wave Elastic Plate Waveguides – Eigenvalue Problem

and Discontinuity Problem –」で述べた定式化を用いる。

6 入射項の評価

入射面を S とし、x軸に垂直とする。

入射面の −x側の領域を V−、+x側の領域を V+ とする。

入射面 S を −x側に少し離した面を S−、+x側に少し離した面を S+ とする。

(32)式は、

[
A
] [{ux}

{uy}

]
=

[
{Fx}S
{Fy}S

]
(42)

{Fx}S =

∫
S

{N}σxxdS (43)

{Fy}S =

∫
S

{N}σyxdS (44)
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図 2 入射面
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入射項 (43)式、(44)式を計算する。

入射面 S における入射界を σinc、散乱界を σscat とする。

(43)式：

{Fx}S =

∫
S

{N}σxxdS

= −
∫
S−

{N}σxx

∣∣∣
S−

dS +

∫
S+

{N}σxx

∣∣∣
S+

dS (45)

(S−の法線ベクトル n = exより S−の項はマイナスが付く)

ここで、

σxx = σxxinc + σxxscat (46)

より、

{F}S = −
∫
S−

{N}(σxxinc + σxxscat)
∣∣∣
S−

dS

+

∫
S+

{N}(σxxinc + σxxscat)
∣∣∣
S+

dS

=

∫
S

{N}
(
−σxxinc

∣∣∣
S−

+ σxxinc

∣∣∣
S+

)
dS (47)

ただし、散乱波の連続性

σxxscat

∣∣∣
S−

= σxxscat

∣∣∣
S+

(48)

を用いた。

また、

σxxinc

∣∣∣
S−

: S− から V+ へ向かう波

σxxinc

∣∣∣
S+

: S+ から V− へ向かう波

σxxinc

∣∣∣
S+

= −σxxinc

∣∣∣
S−

(49)

であるから、

{Fx} = −2

∫
S

{N}σxxinc

∣∣∣
S−

dS

= −2

∫
S

{N}{N}T dS{σxxinc} (50)

(44)式:

{Fy}S =

∫
S

{N}σyxdS

=

∫
S

{N}
(
−σyxinc

∣∣∣
S−

+ σyxinc

∣∣∣
S+

)
dS (51)

ただし、
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σyx = σyxinc + σyxscat (52)

σyxscat

∣∣∣
S−

= σyxscat

∣∣∣
S+

(53)

を用いた。また、

σyxinc

∣∣∣
S+

= −σyxinc

∣∣∣
S−

(54)

であるから、

{Fy} = −2

∫
S

{N}σyxinc

∣∣∣
S−

dS

= −2

∫
S

{N}{N}T dS{σyxinc} (55)

固有モード展開

m = 0(基本モード)のみとする。

ûy(x, y) = (a0e
−jβ0x + b0e

jβ0x)ωf̂y0(y) (56)

σyx(x, y) = (a0e
−jβ0x − b0e

jβ0x)gyx0(y) (57)

ux(x, y) = (a0e
−jβ0x − b0e

jβ0x)ωfx0(y) (58)

σ̂xx(x, y) = (a0e
−jβ0x + b0e

jβ0x)ĝxx0(y) (59)

規格化条件

∫
y

fx0ĝxx0 + f̂y0gyx0dy = 1 (60)

なお、

ûy = −juy

σ̂xx = jσxx (61)

f̂y0 = −jfy0

ĝxx0 = jgxx0 (62)

入射波は、

σxxinc = −jσ̂xxinc

= −ja0e
−jβ0xĝxx0

= −jĝxx0 (63)

(入射波振幅 a0 = 1、入射面の x = 0とした)

σyxinc = a0e
−jβ0xgyx0

= gyx0 (64)

(a0 = 1、x = 0とした)
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{Fx}(50)式、{Fy}(55)式は、

{Fx}S = −2

∫
S

{N}{N}T dS(−j){ĝxx0} (65)

{Fy}S = −2

∫
S

{N}{N}T dS{gyx0} (66)

(67)

これで入射項が定まったので、(42)式を解くことができる。

7 反射係数、透過係数

ポート上の振幅は次式で計算できる。

ポート 1の入射振幅 a0|port1 = 1、ポート 2の入射振幅 a0|port2 = 0で計算した場合、反射係数、透過係数と

なる。

b0 = −a0 +

∫
y

fx0σ̂xx +
1

ω
ûygyx0dy

= −a0 + {fx0}T
∫
y

{N}{N}T dy{σ̂xx}

+{gyx0}T
1

ω

∫
y

{N}{N}T dy{ûy} (68)

8 まとめ

Lamb wave弾性波プレート導波路の不連続問題について PMLを用いた周波数領域 FEM定式化を行った。
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