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1 はじめに

2 次元導波路の固有モードをベクトル波として解析するために辺要素 (edge elements) とスカラー節点要

素 (scalar nodal elements)を用いて定式化を「Calculations Of Full-wave Eigenmodes Of Waveguides by

Edge Element FEM」にて行った。

上記の文書では、周囲を遮蔽した closed waveguidesが対象であった。

本書では開放形導波路 (open/unbounded waveguides)に適用するために境界積分を定式化している。

2 開放形 2次元導波路の固有値問題

電界ベクトル E について定式化を示す。磁界ベクトルH についても同様に定式化できる。

電界 E についての弱形式は境界積分項を含んだ次式となる。

∫
Ω

(∇×E)
∗ · (p∇×E)− k20E

∗ · qEdΩ = −
∫
Γ

E∗ · (n× p∇×E) dΓ (1)

ここに、∗は complex conjugate、k0 = ω
√
ϵ0µ0 は真空の波数、ϵ0、µ0 はそれぞれ真空の誘電率、真空の透磁

率である。p、q は次式で表されるテンソルであり、ここでは対角成分のみ存在する媒質に関して定式化する。

p = µ−1
r

q = ϵr

p =

pxx pyy
pzz


q =

qxx qyy
qzz

 (2)

ここに、ϵr、µr は媒質の比誘電率テンソル、比透磁率テンソルである。

E = Et + Ezaz (3)

E∗ = E∗
t + E∗

zaz (4)
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∇×E = ∇t ×Et +
∂

∂z
az ×Et +∇tEz × az (5)

p∇×E = pzz∇t ×Et + ptt
∂

∂z
az ×Et + ptt∇tEz × az (6)

n× p∇×E = pzzn×∇t ×Et + n× ptt
∂

∂z
az ×Et + n× ptt∇tEz × az (7)

E∗ · n× p∇×E = E∗ · pzzn×∇t ×Et +E∗ · n× ptt
∂

∂z
az ×Et +E∗ · n× ptt∇tEz × az (8)

ここに、ptt は、

ptt =

[
pxx

pyy

]
(9)

である。

第 1項：E∗ · pzzn×∇t ×Et

∇t ×Et =

(
∂

∂x
ax +

∂

∂y
ay

)
× (Exax + Eyay)

=

(
∂Ey

∂x
−

∂Ex

∂y

)
az (10)

n = ax のとき、

n×∇t ×Et = ax ×

(
∂Ey

∂x
−

∂Ex

∂y

)
az

= −

(
∂Ey

∂x
−

∂Ex

∂y

)
ay (11)

pzzn×∇t ×Et = −pzz

(
∂Ey

∂x
−

∂Ex

∂y

)
ay (12)

E∗ · pzzn×∇t ×Et =
(
E∗

xax + E∗
yay + E∗

zaz

)
·

{
−pzz

(
∂Ey

∂x
−

∂Ex

∂y

)
ay

}

= −E∗
ypzz

(
∂Ey

∂x
−

∂Ex

∂y

)
(13)
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n = ay のとき、

n×∇t ×Et = ay ×

(
∂Ey

∂x
−

∂Ex

∂y

)
az

=

(
∂Ey

∂x
−

∂Ex

∂y

)
ax (14)

pzzn×∇t ×Et = pzz

(
∂Ey

∂x
−

∂Ex

∂y

)
ax (15)

E∗ · pzzn×∇t ×Et =
(
E∗

xax + E∗
yay + E∗

zaz

)
·

{
pzz

(
∂Ey

∂x
−

∂Ex

∂y
ax

)}

= E∗
xpzz

(
∂Ey

∂x
−

∂Ex

∂y

)
(16)

第 2項：E∗ · n× ptt
∂

∂z
az ×Et

az ×Et = az × (Exax + Eyay)

= Exay − Eyax (17)

ptt
∂

∂z
az ×Et = pyy

∂Ex

∂z
ay − pxx

∂Ey

∂z
ax (18)

n = ax のとき、

n× ptt
∂

∂z
az ×Et = ax ×

(
pyy

∂Ex

∂z
ay − pxx

∂Ey

∂z
ax

)

= pyy
∂Ex

∂z
az (19)

E∗ · n× ptt
∂

∂z
az ×Et =

(
E∗

xax + E∗
yay + E∗

zaz

)
· pyy

∂Ex

∂z
az

= E∗
zpyy

∂Ex

∂z
(20)

n = ay のとき、

n× ptt
∂

∂z
az ×Et = ay ×

(
pyy

∂Ex

∂z
ay − pxx

∂Ey

∂z
ax

)

= pxx
∂Ey

∂z
az (21)

E∗ · n× pttaz ×Et =
(
E∗

xax + E∗
yay + E∗

zaz

)
· pxx

∂Ey

∂z
az

= E∗
zpxx

∂Ey

∂z
(22)
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第 3項：E∗ · n× ptt∇tEz × az

∇tEz =

(
∂

∂x
ax +

∂

∂y
ay

)
Ez

=
∂Ez

∂x
ax +

∂Ez

∂y
ay (23)

∇tEz × az =

(
∂Ez

∂x
ax +

∂Ez

∂y
ay

)
× az

= −
∂Ez

∂x
ay +

∂Ez

∂y
ax (24)

ptt∇tEz × az = −pyy
∂Ez

∂x
ay + pxx

∂Ez

∂y
ax (25)

n = ax のとき、

n× ptt∇tEz × az = ax ×

(
−pyy

∂Ez

∂x
ay + pxx

∂Ez

∂y
ax

)

= −pyy
∂Ez

∂x
az (26)

E∗ · n× ptt∇tEz × az =
(
E∗

xax + E∗
yay + E∗

zaz

)
·

(
−pyy

∂Ez

∂x
az

)

= −E∗
zpyy

∂Ez

∂x
(27)

n = ay のとき、

n× ptt∇tEz × az = ay ×

(
−pyy

∂Ez

∂x
ay + pxx

∂Ez

∂y
ax

)

= −pxx
∂Ez

∂y
az (28)

E∗ · n× ptt∇tEz × az =
(
E∗

xax + E∗
yay + E∗

zaz

)
·

(
−pxx

∂Ez

∂y
az

)

= −E∗
zpxx

∂Ez

∂y
(29)

開放形導波路の導波モードの伝搬定数を β、境界に垂直な方向の減衰定数を αとする。すなわち、

∂

∂z
= −jβ (30)

∂

∂n
= −α (31)

α =
√
β2 − k20ϵr (32)

とすると、

第 1項 E∗ · pzzn×∇t ×Et

n = ax のとき、
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∂

∂x
= −α

E∗ · pzzn×∇t ×Et = −E∗
ypzz

(
−αEy −

∂Ex

∂y

)

= αpzzE
∗
yEy + pzzE

∗
y

∂Ex

∂y
(33)

n = ay のとき、

∂

∂y
= −α

E∗ · pzzn×∇t ×Et = E∗
xpzz

{
∂Ey

∂x
− (−α)Ex

}

= pzzE
∗
x

∂Ey

∂x
+ αpzzE

∗
xEx (34)

第 2項 E∗ · n× ptt
∂

∂z
az ×Et

n = ax のとき、

E∗ · n× ptt
∂

∂z
az ×Et = Ez∗pyy (−jβ)Ex

= −jβpyyE
∗
zEx (35)

n = ay のとき、

E∗ · n× ptt
∂

∂z
az ×Et = E∗

zpxx (−jβ)Ey

= −jβpxxE
∗
zEy (36)

第 3項：E∗ · n× ptt∇tEz × az

n = ax のとき、

∂

∂x
= −α

E∗ · n× ptt∇tEz × az = −E∗
zpyy (−α)Ez

= αpyyE
∗
zEz (37)

n = ay のとき、

∂

∂y
= −α

E∗ · n× ptt∇tEz × az = −E∗
zpxx (−α)Ez

= αpxxE
∗
zEz (38)
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領域を三角形要素で分割し、

E = Et + Ezaz (39)

Et =
∑
j

NtjEtj (40)

Ez =
∑
j

jNjEzj (41)

or

E =
∑
j

NjEj (42)

と補間すると、境界積分項は、

−
∫
Γ

N∗
i · (n× p∇×E) dΓ

= −
∫
Γ

N∗
i · pzzn×∇t ×EtdΓ−

∫
Γ

N∗
i · n× ptt

∂

∂z
az ×EtdΓ−

∫
Γ

N∗
i · n× ptt∇tEz × azdΓ(43)

積分 ∫
Γ

dΓ →
∫
y

dy (n = axのとき) (44)∫
Γ

dΓ →
∫
x

dx (n = ayのとき) (45)

(43)式境界積分第 1項：

n = ax のとき、

−
∫
Γ

N∗
i · pzzn×∇t ×EtdΓ = −

∫
y

αpzzNyiNyjdyEyj −
∫
y

pzzNyi

∂Ex

∂y
dy (46)

Nyi は線要素 edge element形状関数Nti の線方向成分である。

n = ay のとき、

−
∫
Γ

N∗
i · n×∇t ×EtdΓ = −

∫
x

pzzNxi

∂Ey

∂x
dx−

∫
x

αpzzNxiNxjdxExj (47)

Nxi は線要素 edge element形状関数Ni の線方向成分である。

(43)式境界積分第 2項：

n = ax のとき、

−
∫
Γ

N∗
i · n× ptt

∂

∂z
az ×EtdΓ = −

∫
y

−jβpyy (jNzi)
∗
Exdy

=

∫
y

βpyyNziExdy (48)

Nzi は線要素 scalar element形状関数 Ni である。

n = ay のとき、
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−
∫
Γ

N∗
i · n× ptt

∂

∂z
az ×EtdΓ = −

∫
x

−jβpxx (jNzi)
∗
Eydx

=

∫
x

βpxxNziEydx (49)

Nzi は線要素 scalar element形状関数 Ni である。

(43)式境界積分第 3項：

n = ax のとき、

−
∫
Γ

N∗
i · n× ptt∇tEz × azdΓ = −

∫
y

αpyy (jNzi)
∗
(jNzj) dyEzj

= −
∫
y

αpyyNziNzjdyEzj

= −
∫
y

αβpyyNziNzjdyEzj (50)

(ただし、Ez = βEzの変数変換を用いた)

n = ay のとき、

−
∫
Γ

N∗
i · n× ptt∇tEz × azdΓ = −

∫
x

αpxx (jNzi)
∗
(jNzj) dxEzj

= −
∫
x

αpxxNziNzjdxEzj

= −
∫
x

αβpxxNziNzjdxEzj (51)

(ただし、Ez = βEzの変数変換を用いた)

(46)式～(51)式は (1)式の右辺の項なので、−1倍して左辺に移す。

境界積分項だけ示すと、

[Utt]{Et}+ [Utnt]{Et} = 0 (52)

β[Uznt]{Et}+ β[Uzz]{Ez} = 0

→ β2[Uznt]{Et}+ β2[Uzz]{Ez} = 0 (53)

(closed waveguideの固有値問題のE
∗
zに関する式にあわせてβ倍した)

[Utt]ij =

∫
y

αpzzNyiNyjdy (n = axのとき) (54)

=

∫
x

αpzzNxiNxjdx (n = ayのとき) (55)

[Utnt]ij =

∫
y

pzzNyi

(
∂Ntj

∂y
· ax

)
dy (n = axのとき) (56)

=

∫
x

pzzNxi

(
∂Ntj

∂x
· ay

)
dx (n = ayのとき) (57)

[Uznt]ij = −
∫
y

pyyNzi(Ntj · ax)dy (n = axのとき) (58)

= −
∫
x

pxxNzi(Ntj · ay)dx (n = ayのとき) (59)
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[Uzz]ij =

∫
y

αpyyNziNzjdy (n = axのとき) (60)

=

∫
x

αpxxNziNzjdx (n = ayのとき) (61)

ここに、Nxi、Nyi は線要素 edge element 形状関数の線方向成分、Nzi は線要素 scalar element 形状関数、

Nti は線要素が属する三角形要素の edge elementの形状関数の辺上の値である。

なお、線要素に垂直な成分 En は、は領域内部の未知数 {Et}を用いて次式で補間されている。

En =

(∑
k

NtkEtk

)
· n

∣∣∣∣∣
Γ

(n = ax or ay) (62)

αは β から推定する。したがって固有値問題を複数回反復して解く必要がある。

α =
√

β2 − k20ϵr (63)

境界積分を含まない closed waveguidesの固有値問題は、

[
[Ttt] [0]
[0] [0]

] [
{Et}
{Ez}

]
= β2

[
−[Rtt] −[Stz]
−[Szt] −[Tzz]

] [
{Et}
{Ez}

]
(64)

であった。

開放形問題に現れる (52)式、(53)式を (64)式に加えると、β2 に関する固有値問題となる。

[
[Ttt] + [Utt] + [Utnt] [0]

[0] [0]

] [
{Et}
{Ez}

]
= β2

[
−[Rtt] −[Stz]

−[Szt]− [Uznt] −[Tzz]− [Uzz]

] [
{Et}
{Ez}

]
(65)

(65)式を用いると、非物理的な解が発生した。

そこで、En = 0を課すことにした。すなわち、境界に垂直な n方向界成分が無いと仮定する (n方向につい

て TEM波)。その場合、[Utnt]、[Uznt]が消滅し次式となる。[
[Ttt] + [Utt] [0]

[0] [0]

] [
{Et}
{Ez}

]
= β2

[
−[Rtt] −[Stz]
−[Szt] −[Tzz]− [Uzz]

] [
{Et}
{Ez}

]
(66)

この (66)式を用いると物理モードだけになった。

3 まとめ

開放形 2次元導波路の固有モードをベクトル波として解析するために境界積分項を定式化した。
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