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1 はじめに

2次元導波路の固有モードをベクトル波として解析するために辺要素 (edge elements)とスカラー節点要素

(scalar nodal elements)を用いて定式化を行う。

2 2次元導波路の固有値問題

電界ベクトル E について定式化を示す。磁界ベクトルH についても同様に定式化できる。

電界 E についての弱形式は、

∫
Ω

(∇×E)
∗ · (p∇×E)− k20E

∗ · qEdΩ = 0 (1)

ここに、∗は complex conjugate、k0 = ω
√
ϵ0µ0 は真空の波数、ϵ0、µ0 はそれぞれ真空の誘電率、真空の透磁

率である。p、q は次式で表されるテンソルであり、ここでは対角成分のみ存在する媒質に関して定式化する。

p = µ−1
r

q = ϵr

p =

pxx pyy
pzz


q =

qxx qyy
qzz

 (2)

ここに、ϵr、µr は媒質の比誘電率テンソル、比透磁率テンソルである。

(1)式の各項を計算する。

E = Et + Ezaz (3)

E∗ = E∗
t + E∗

zaz (4)
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∇×E =

(
∇t +

∂

∂z
az

)
× (Et + Ezaz)

= ∇t ×Et +
∂

∂z
az ×Et +∇t × (Ezaz)

= ∇t ×Et +
∂

∂z
az ×Et +∇tEz × az

ただし、

∇t (Ezaz) = Ez∇t × az +∇tEz × az

= ∇tEz × az

(∇t × az = 0)

を用いた。

e−jβz(β : 伝搬定数)の波を考えると、

∂

∂z
= −jβ

であるから、

∇×E = ∇t ×Et + jβEt × az +∇tEz × az (5)

(∇×E)
∗
= ∇t ×E∗

t − jβE∗
t × az +∇tE

∗
z × az (6)

よって (1)式の第一項の被積分項は、

(∇×E)
∗ · (p∇×E) = (∇t ×E∗

t − jβE∗
t × az +∇tE

∗
z × az) · {p (∇t ×Et + jβEt × az +∇tEz × az)}

= (∇t ×E∗
t − jβE∗

t × az +∇tE
∗
z × az) · (pzz∇t ×Et + jβpttEt × az + ptt∇tEz × az)

= pzz∇t ×E∗
t · ∇t ×Et + β2E∗

t × az · pttEt × az − jβE∗
t × az · ptt∇tEz × az

+jβ∇tE
∗
z × az · pttEtaz +∇tE

∗
z × az · ptt∇tEz × az (7)

また (1)式の第二項の被積分項は、

k20E
∗ · qE = k20 (E

∗
t · qttEt + qzzE

∗
zEz) (8)

ただし、

ptt =

[
pxx

pyy

]
qtt =

[
qxx

qyy

]
(9)

と置いた。

これらを (1)式に代入すると、

∫
Ω

pzz∇t ×E∗
t · ∇t ×Et

+β2E∗
t × az · pttEt × az − jβE∗

t × az · ptt∇tEz × az

+jβ∇tE
∗
z × az · pttEt × az +∇tE

∗
z × az · ptt∇tEz × az

−k20E
∗
t qttEt − k20qzzE

∗
zEzdΩ = 0 (10)

2



(10)式は次の 2つの式に分離できる。

∫
Ω

pzz∇t ×E∗
t · ∇t ×Et

+β2E∗
t × az · pttEt × az − jβE∗

t × az · ptt∇tEz × az

−k20E
∗
t qttEtdΩ = 0 (11)∫

Ω

jβ∇tE
∗
z × az · pttEt × az +∇tE

∗
z × az · ptt∇tEz × az

−k20qzzE
∗
zEzdΩ = 0 (12)

領域を三角形要素で分割し、要素内の電界 E を次のように補間する。

E = Et + Ezaz

Et =
∑
j

EtjNtj (13)

Ez = j
∑
j

EzjNj (14)

ただし、Ntj は edge elementのベクトル形状関数、Nj は edge elementに対応する scalar nodal elementの

形状関数である。

z成分に j が現れていることに注意。

(13)式、(14)式を (11)式、(12)式に代入して変分を取ると、

β2[Rtt]{Et}+ [Ttt]{Et}+ β[Stz]{Ez} = {0}
β[Szt]{Et}+ [Tzz]{Ez} = {0} (15)

[Rtt]ij =

∫
Ω

Nti × az · pttNtj × azdΩ

[Stz]ij =

∫
Ω

Nti × az · ptt∇tNj × azdΩ

[Szt]ij =

∫
Ω

∇tNj × az · pttNtj × azdΩ

[Ttt]ij =

∫
Ω

pzz∇t ×Nti · ∇t ×Ntj − k20Nti · qttNtjdΩ

[Tzz]ij =

∫
Ω

∇tNi × az · ptt∇tNj × az − k20qzzNiNjdΩ (16)

(16)式の積分は数値積分 (Gauss 7積分点)で計算できる。

(15)式で、

{Ez} = β{Ez} (17)

と置くと、

β2[Rtt]{Et}+ [Ttt]{Et}+ β2[Stz]{Ez} = {0}
β[Szt]{Et}+ β[Tzz]{Ez} = {0}

→ β2[Szt]{Et}+ β2[Tzz]{Ez} = {0}
(18)
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したがって、

[
[Ttt] [0]
[0] [0]

] [
{Et}
{Ez}

]
= β2

[
−[Rtt] −[Stz]
−[Szt] −[Tzz]

] [
{Et}
{Ez}

]
(19)

この (19)式の固有値問題を解いて、β、{Et}、{Ez}を求めることができる。ただし、(19)式で得られるのは

{Ez}なので (17)式を使って {Ez}に変換する。
電界 E が求まれば、磁界H は要素毎に

H = −
1

jωµ0µr
∇×E (20)

を計算して求めることができる。

3 edge/nodal element

三角形要素に対する scalar nodal element形状関数は、

N1 = L1

N2 = L2

N3 = L3 (21)

edge elementのベクトル形状関数は、

Nt1 = l1 (L2∇tL3 − L3∇tL2)

Nt2 = l2 (L3∇tL1 − L1∇tL3)

Nt3 = l3 (L1∇tL2 − L2∇tL1) (22)

4



図 1 edge/nodal triangular element
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ここに、li（i = 1, 2, 3)は

l1 = |r3 − r2|
l2 = |r1 − r3|
l3 = |r2 − r1|

l1 =

√
b
2

1 + c21

l2 =

√
b
2

2 + c22

l3 =

√
b
2

3 + c23 (23)

bi =
bi

2Ae

ci =
ci

2Ae

Li の gradは、

∇tL1 =


∂L1

∂x
∂L1

∂y


=

[
b1
c1

]
∇tL2 =

[
b2
c2

]
∇tL3 = −∇tL1 −∇tL2 (24)

Nti の rotは、

∇t ×Nt1 = ∇t × {l1 (L2∇tL3 − L3∇tL2)}
= l1 {∇t × (L2∇tL3)−∇t × (L3∇tL2)}
= l1 {L2∇t ×∇tL3 +∇tL2 ×∇tL3 − L3∇t ×∇tL2 −∇tL3 ×∇tL2}
= 2l1∇tL2 ×∇tL3 (25)

(ただし ∇t ×∇tϕ = 0を用いた)

∇t ×Nt2 = 2l2∇tL3 ×∇tL1

∇t ×Nt3 = 2l3∇tL1 ×∇tL2

ここで、
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∇tL1 ×∇tL2 = (b1ax + c1ay)× (b2ax + c2ay)

= b1c2 (ax × ay) + c1b2 (ay × ax)

= (b1c2 − b2c1)az

=
1

(2Ae)
2

(
b1c2 − b2c1

)
az

=
1

(2Ae)
22Aeaz

(ただし、b1c2 − b2c1 = 2Ae)

=
1

2Ae
az

であるから、

∇t ×Nt1 =
l1

Ae
az

∇t ×Nt2 =
l2

Ae
az

∇t ×Nt3 =
l3

Ae
az (26)

4 まとめ

2次元導波路の固有モードをベクトル波として解析するために edge elementsと scalar nodal elementsを

用いて定式化を行った。
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