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1 はじめに

2次元導波路の固有モード解析の計算方法は、「Calculations Of Full-wave Eigenmodes Of Waveguides by

Edge Element FEM」に記した。ただし、そこで使用した三角形要素は基本要素 (1次要素)だった。

本書では、2次元導波路の固有モードをベクトル波として解析するために使用する辺要素 (edge elements)と

スカラー節点要素 (scalar nodal elements)の 2次要素を構成する。

2 2次 edge/nodal element

三角形要素に対する 2次の scalar nodal element形状関数は、

N1 = L1 (2L1 − 1)

N2 = L2 (2L2 − 1)

N3 = L3 (2L3 − 1)

N4 = 4L1L2

N5 = 4L2L3

N6 = 4L3L1 (1)

2次の edge elementのベクトル形状関数はいろいろあるが、一番シンプルな文献 [1]のベクトル形状関数を用

いることにする。

Nt1 = L2∇tL3

Nt2 = −L3∇tL2

Nt3 = L3∇tL1

Nt4 = −L1∇tL3

Nt5 = L1∇tL2

Nt6 = −L2∇tL1

Nt7 = 4L2L3∇tL1

Nt8 = 4L3L1∇tL2 (2)

1



element 2nd order.jpg

図 1 2nd order edge/nodal triangular element

2



これらを用いると界ベクトル E は、

E = Et + Ezaz (3)

Et =

8∑
j=1

EtjNtj (4)

Ez = j

6∑
j=1

EzjNj (5)

で表される。ここで断面内の未知数 Etj の単位は界に長さ (m)を掛けた量になっており、界そのものではな

い。

Ezj は j(imaginay one)で割った値であるが z方向の界そのものである。

bi =
bi

2Ae

ci =
ci

2Ae

∂Li

∂x
= bi

∂Li

∂y
= ci (6)

Li の gradは、

∇tL1 =


∂L1

∂x
∂L1

∂y


=

[
b1
c1

]
∇tL2 =

[
b2
c2

]
∇tL3 = −∇tL1 −∇tL2 (7)

Nti の rotは、
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∇t ×Nt1 = ∇t × (L2∇tL3)

= ∇tL2 ×∇tL3

∇t ×Nt2 = ∇t × (−L3∇tL2)

= −∇tL3 ×∇tL2

= ∇tL2 ×∇tL3

∇t ×Nt3 = ∇t × (L3∇tL1)

= ∇tL3 ×∇tL1

∇tNt4 = ∇t × (−L1∇tL3)

= −∇tL1 ×∇tL3

= ∇tL3 ×∇tL1

∇t ×Nt5 = ∇t × (L1∇tL2)

= ∇tL1 ×∇tL2

∇t ×Nt6 = ∇t × (−L2∇tL1)

= −∇tL2 ×∇tL1

= ∇tL1 ×∇tL2

∇t ×Nt7 = ∇t × (4L2L3∇tL1)

= 4∇t (L2L3)×∇tL1

= 4 (L3∇tL2 + L2∇tL3)×∇tL1

= 4L3∇tL2 ×∇tL1 + 4L2∇tL3 ×∇tL1

∇t ×Nt8 = ∇t × (4L3L1∇tL2)

= 4L1∇tL3 ×∇tL2 + 4L3∇tL1 ×∇tL2 (8)

ただし、∇t ×Nt7 については

∇t (L2L3) =


∂L2L3

∂x
∂L2L3

∂y



=


∂L2L3

∂L2

∂L2

∂x
+

∂L2L3

∂L3

∂L3

∂x
∂L2L3

∂L2

∂L2

∂y
+

∂L2L3

∂L3

∂L3

∂y



=

L3

∂L2

∂x
+ L2

∂L3

∂x

L3

∂L2

∂y
+ L2

∂L3

∂y


= L3∇tL2 + L2∇tL3

を用いた。

∇tLm ×∇tLn (m,n) = (1, 2), (2, 3), (3, 1)は、
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∇tL1 ×∇tL2 = (b1ax + c1ay)× (b2ax + c2ay)

= b1c2 (ax × ay) + c1b2 (ay × ax)

= (b1c2 − b2c1)az

=
1

(2Ae)
2

(
b1c2 − b2c1

)
az

=
1

(2Ae)
22Aeaz

(ただし、b1c2 − b2c1 = 2Ae)

=
1

2Ae
az

∇tL2 ×∇tL3 =
1

2Ae
az

∇tL3 ×∇tL1 =
1

2Ae
az (9)

と求まる。

3 まとめ

2 次元導波路の固有モードをベクトル波として解析するときに使用する edge elements と scalar nodal

elementsの 2次要素を構成した。
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